
Семинар про цикломодули Роста
Дорогие друзья и коллеги, я хочу организовать учебный семинар, посвя-
щённый единой теме, про которую я ничего не знаю, но в которой хотел
бы разобраться.

Я выбрал цикломодули, потому что можно начать с элементарных
определений, не требующих никаких пререквизитов от слушателей. В то
же время, категория цикломодулей является сердцем (не эффективной
версии) категории мотивов DM(k), это результат Деглиза (возможно, k
предполагается совершенным, по крайней мере, это так в оригианльной
статье [2]). Более того, Фельд, ученик Деглиза и Фазеля, построил цик-
ломодули Милнора–Витта [4], и показал, что такая категория является
сердцем стабильной гомотопической категории SH(k) [5]. В действитель-
ности, последний результат сравнивает цикломодули Милнора–Витта с
гомотопическими модулями Мореля, то есть, строго гомотопически ин-
вариантными пучками Нисневича градуированных абелевых групп на
Sm(k), снабжёнными изоморфизмами десуспензии (раз-надстройки?).

Я хотел бы организовать семинар таким образом, чтобы в начале
была только К-теория Милнора, и постепенно появились группы Чжоу,
мотивные когомологии, и в конце категория SH(k). Я надеюсь, что бла-
годаря этому, с одной стороны, в семинаре будет комфортно участвовать
людям, которые никогда не работали с SH(k) (например, мне), а, с дру-
гой стороны, людям, которые с ней работают, не придётся скучать на
обзорных докладах. Для этого я хочу рассмотреть в рамках семинара
следующие три темы:

• конструкция групп Чжоу с коэффициентами (по оригинальной ста-
тье Роста [11] и книжке Карпенко–Меркурьева–Элмана [3]);

• доказательство Мореля гипотезы Милнора про квадратичные фор-
мы (теоремы Вишика–Воеводского–Орлова) [8];

• статьи Фельда про цикломодули Милнора–Витта [4, 5].

Я напишу чуть подробнее об этих темах и о плане семинара.
Насколько я понимаю историю вопроса, сначала, Рост, Меркурьев и

др. вычисляли группы Чжоу, и придумали придумали спектралки, ко-
торые стартуют с чего-то вроде групп Чжоу с коэффициентами в ло-
кальной системе [1, 11]. Цикломодули Роста — это в точности и есть
аксиоматизация понятия локальной системы для групп Чжоу.

Как приложение цикломодулей к группам Чжоу, Рост отмечает не
только возможность вычисления последних при помощи спектралки, но
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и то, что определение кольца Чжоу становится проще в терминах цикло-
модулей. А именно, удобно, что точную последовательность локализации
можно продолжать влево, и значительно проще построить пуллбэк вдоль
замкнутого вложения.

Мне кажется очень естественным начать с конкретного цикломодуля
KM

∗ , то есть, посмотреть на конструкцию групп Чжоу (без коэффициен-
тов), которую предлагает Рост. Я предлагаю просто сделать несколько
подробных докладов по книжке Карпенко–Меркурьева–Элмана [3], где
эта конструкция приводится с деталями. В частности, хотелось бы по-
смотреть на построение пуллбэка, и, может быть, сравнить его с рассуж-
дением из Фултона [6].

После этого я предлагаю перейти к оригинальной статье Роста [11],
ввести, собственно, опредление цикломодуля, привести примеры (кого-
мологии Галуа, К-теория Квиллена), и посмотреть на спектральную по-
следовательность.

Далее мне хотелось бы попробовать научиться работать с цикломо-
дулями, и для этого я предлагаю разобрать статью Мореля [8] с до-
казательством теоремы Вишика–Воеводского–Орлова [9], то есть гипо-
тезы Милнора о квадратичных формах. Нужно отметить, что я имею
в виду не рассуждение [7], возможно, до сих пор остающееся только
наброском, а другой результат. Рассуждение Мореля опирается на ре-
шение Воеводским гипотезы Милнора (об этальных когомологиях), но
не использует точных треугольников, в которые входит мотив Роста,
или операций Милнора Qi. Вместо этого, оно использует цикломодули
Роста, статью Оянгурена–Панина [10], и некоторые результаты статьи
Воеводского–Суслина [12].

Наконец, уже немного войдя в контекст математики, развитой в свя-
зи с гипотезой Милнора, я бы хотел перейти к гомотопическим модулям
и цикломодулям Милнора–Витта. Я надеюсь, что некоторые детали кон-
струкции Фельда из его первой статьи [4] к этому моменту нам будут
уже хорошо понятны, и на них не нужно будет останавливаться подроб-
но, но зато нам будет интересна его вторая статья [5], где он строит
цикломодуль Милнора–Витта по гомотопическому модулю, и наоборот.

Доклады

Ниже я привожу предполагаемые темы нескольких первых докладов.
Дата: 27.10.2020, докладчик: Андрей Лавренов. В докладе пред-

полагается напомнить, как устроены гомоморфизмы вычетов и нормен-
ное отображение Като для К-теории Милнора, и дать определение ком-
плекса Роста C∗(X).
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Дата: 3.11.2020, докладчик: Павел Сечин. Предполагается по-
строить пушфорвард и пуллбэк на уровне комплексов, доказать, что
d2 = 0. См. [3, §§ 49.A–49.D] или [11, § 3].

Дата: 10.11.2020, докладчик: Сергей Синчук. Предполагает-
ся продолжить разговор о комплексе Роста, в частности, обсудить гра-
ничное отображение, внешнее произведение, гомоморфизм деформации
(специализации). См. [3, §§ 49.E, 50, 51] или [11, §§ 3.10, 4].

Дата: 17.11.2020, докладчик: TBA. Предполагается дать опред-
ление групп когомологий с коэффициентами в К-теории Милнора, до-
казать теорему о проективизированном расслоении, определить классы
Черна. См. [3, §§ 52–54] или [11].

Дата: 24.11.2020, докладчик: TBA. Предполагается построить
пуллбэк вдоль замкнутого вложения, определить кольцевую структуру
в случае гладкого многообразия, и сравнить результаты с обычным под-
ходом к группам Чжоу. См. [3, §§ 55–57] или [11, §§ 5, 10–14].

Дата: 1.12.2020, докладчик: TBA. Предполагается обсудить опре-
деление цикломодулей, разобрать примеры и альтернативное (упрощён-
ное) определение в случае совершенного базового поля [11, §§ 1–2].

Дата: 8.12.2020, докладчик: TBA. Предполагается обсудить спек-
тральную последовательность, начинающуюся c Чжоу с коэффициента-
ми в цикломодулях [11, §§ 7–8].

Дата: 15.12.2020, докладчик: TBA. Предполагается разобрать
план доказательства статьи Мореля [8, § 1], ввести основные определе-
ния [8, § 2] и посвятить время необходимым пререквизитам из статьи
Воеводского–Суслина [12].
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