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Корневые подгруппы на орисферических
многообразиях

Роман Авдеев
НИУ ВШЭ

suselr@yandex.ru

Аннотация

Известно, что группа автоморфизмов Aut𝑋 полного рационального алгебраиче-
ского многообразия 𝑋 над алгебраически замкнутым полем нулевой характеристики
является линейной алгебраической группой. Если 𝑋 снабжено эффективным регу-
лярным действием связной редуктивной группы𝐺, то𝐺 естественным образом вкла-
дывается в Aut𝑋 и алгебра Ли Lie(Aut𝑋) допускает разложение в прямую сумму 𝐺-
модулей Lie(Aut𝑋) = 𝔤 ⊕ ⨁

𝑖∈𝐼
𝑉 𝑖 , где 𝔤 = Lie𝐺 и все 𝑉 𝑖 — простые 𝐺-модули. В си-

туации, когда 𝑋 является сферическим 𝐺-многообразием, то есть борелевская под-
группа 𝐵 ⊂ 𝐺 имеет в 𝑋 открытую орбиту, старший вектор каждого 𝐺-модуля 𝑉 𝑖
соответствует аддитивной однопараметрической подгруппе в Aut𝑋 , называемой 𝐵-
корневой подгруппой. Зная множество всех 𝐵-корневых подгрупп в 𝑋 и их веса, мож-
но восстановить 𝐺-модульную структуру в Lie(Aut𝑋) и тем самым определить раз-
мерность группы Aut𝑋 . Зная дополнительно коммутационные соотношения между
𝐺-модулями 𝑉 𝑖 , можно восстановить структуру алгебры Ли в Lie(Aut𝑋) и тем самым
определить связную компоненту единицы в группе Aut𝑋 .

Если 𝐺 = 𝐵 = 𝑇 — алгебраический тор, то условие сферичности для 𝑋 равно-
сильно тому, что 𝑋 обладает открытой 𝑇-орбитой, и в этом случае 𝑋 называется тори-
ческим 𝑇-многообразием. Для полных торических 𝑇-многообразий описанная выше
стратегия реализована в знаменитой работе Демазюра [1], где вычислено множество
всех 𝑇-корневых подгрупп, а также определена полная группа автоморфизмов для
всех таких многообразий.

В докладе планируется обсудить задачу нахождения всех 𝐵-корневых подгрупп
для орисферических многообразий — это класс сферических многообразий, наибо-
лее близкий по многим свойствам к торическим многообразиям. В случае, когда 𝐺
является прямым произведением группы SL2 и тора, для произвольных полных ори-
сферических 𝐺-многообразий 𝑋 удаётся описать все 𝐵-корневые подгруппы и вычис-
лить связную компоненту единицы группыAut𝑋 в соответствии со стратегией выше.

Доклад основан на совместной работе с Владимиром Жгуном [1].

Ключевые слова— торическое многообразие, сферическое многообразие, корень Дема-
зюра, корневая подгруппа.
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Сопряженность аддитивных действий в
аффинной группе Кремоны

Иван Аржанцев
ФКН НИУ ВШЭ
arjantsev@hse.ru

Аннотация

Хорошоизвестно, что на произвольном торическоммногообразии действие тора с
открытой орбитой единственно с точностью до сопряженности в группе автоморфиз-
мовмногообразия.Напомним, что аддитивнымдействиемна алгебраическоммного-
образии 𝑋 называется эффективное действие векторной группы 𝔾𝑛

𝑎 на 𝑋 с открытой
орбитой. В отличие от торического случая, на данном многообразии 𝑋 могут быть
несопряженные аддитивные действия. Например, известное соответствие Хассетта-
Чинкеля устанавливает биекцию между классами сопряженности аддитивных дей-
ствий на проективных пространствах и конечномерными локальными алгебрами.
Мы покажем, что аддитивные действия на проективном пространстве сопряжены в
аффинной группе Кремоны и сопрягающий элемент определяется так называемым
базисным подпространством в алгебре многочленов.

Ключевые слова — проективное пространство, векторная группа, действие с открытой
орбитой
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Модули Демазюра уровня 1 и векторные
расслоения на проективной прямой

Бельдиев Иван Сергеевич
НИУ ВШЭ, ФКН, факультет математики

ivbeldiev@gmail.com

Аннотация

Мы работаем над полем комплексных чисел ℂ. В работе [1, Глава 6] приведена
конструкция, позволяющая по любому конечномерному представлению 𝑉 «положи-
тельной половины» Vir+ алгебры Вирасоро Vir, на котором оператор 𝐿0 действует по-
лупросто с целыми собственными значениями, построить алгебраическое векторное
расслоение на произвольной гладкой алгебраической кривой 𝑋 . Мы исследуем эту
конструкцию явно в случае, когда 𝑋 = ℂℙ1 —проективная прямая.

Мы доказываем, что в этом случае векторное расслоение полностью определяется
действием операторов 𝐿0 и 𝐿1 и показываем, как можно найти разложение этого рас-
слоения в прямую сумму линейных, зная разложение пространства 𝑉 на жордановы
подпространства относительно оператора 𝐿1.

Дальнейшая часть работы посвящена явному вычислению указанного векторного
расслоения для двух семейств представлений алгебры Vir+. Первый случай — пред-
ставления Vir+ на так называемых модулях Фока 𝑉𝑛,𝑘. Каждый такой модуль Фока 𝑉𝑛,𝑘
является подпространством в пространстве полубесконечных мономов ℱ (см. [2, Гла-
ва 14]) и получается применением «неотрицательной половины» алгебры Гейзенбер-
га к полубесконечному моному

𝑣𝑛,𝑘 = 𝜓−𝑛 ∧ 𝜓−𝑛+1 ∧… ∧ 𝜓−𝑛+𝑘 ∧ 𝜓𝑘+1 ∧ 𝜓𝑘+2 ∧ ...

Оказывается, что искомое расслоение на ℙ1 изоморфно прямой сумме

𝑘+1

⨁
𝑟=0

𝒪(𝑟(𝑛 + 𝑘 + 1))(
𝑛
𝑟)( 𝑘+1

𝑘−𝑟+1).

Второй и основной случай — представление Vir+ на модулях Демазюра уровня 1,
соответствующих аффинной алгебре Каца-Муди 𝔰𝔩(𝑛, ℂ). Пусть 𝐿𝑛 и 𝐿′𝑛 — решётки
корней и весов алгебры Ли 𝔰𝔩(𝑛, ℂ) соответственно. Тогда для любого 𝛾 ∈ 𝐿′𝑛 можно
построить пространство

𝑉𝛾
𝐿𝑛 = ⨁

𝜆∈𝛾+𝐿
𝜋𝜆

(см. [1, Глава 5]). Модуль Демазюра уровня 1𝑊 𝛾 определяется как подпространство в
𝑉𝛾
𝐿𝑛 , полученное применением к вакуумному вектору |𝜆⟩ ∈ 𝜋𝜆 всевозможных бозон-
ных вертексных операторов 𝑉𝜇[𝑚], где 𝜇 ∈ 𝐿𝑛,𝑚 ⩾ 0.



В случае 𝑛 = 2 любой вес 𝜆 имеет вид 𝑛𝜔, где 𝜔 — фундаментальный вес. Мы
показываем, что расслоение на ℙ1, отвечающее 𝑛𝜔, изоморфно прямой сумме

𝑛

⨁
𝑟=0

𝒪(2𝑁 − 𝑛𝑟)⊕(
𝑛+1
2𝑟+1),

где 𝑁 —произвольное целое число.
Для произвольного 𝑛 мы ограничиваемся рассмотрением случая, когда 𝜆 = 𝑘𝜔1,

где 𝜔1 — первый фундаментальный вес. Соответствующее векторное расслоение на
ℙ1 оказывается изоморфно прямой сумме (предполагая 𝑑𝑛 = 0, 𝑟0 = 𝑘)

⨁
𝑑1⩾…⩾𝑑𝑛−1⩾0
𝑟1⩾…⩾𝑟𝑛−1⩾0

𝒪(2𝑁 − 𝑘𝑑1)
⨁∏𝑛−1

𝑖=1 (𝑟𝑖−𝑑𝑖+1𝑟𝑖−𝑑𝑖
)(𝑟𝑖+1−𝑟𝑖+𝑑𝑖+1𝑑𝑖

), 𝑁 ∈ ℤ. (1)

Ключевые слова— алгебра Вирасоро, представление, алгебраическая кривая, проектив-
ная прямая, векторное расслоение, модуль Демазюра уровня 1.

Список литературы
[1] E. Frenkel and D. Ben-Zvi, Vertex Algebras and Algebraic Curves, Second Edition.

Mathematical Surveys and Monographs, ISSN 0076-5376; v. 88, 2004

[2] V. Kac, Infinite-dimensional Lie algebras, Third Edition. CambridgeUniversity Press, 1990.



Взвешенные полные пересечения среди
многообразий 𝑙-Фано

Викулова Анастасия Вадимовна
Математический институт им. В.А. Стеклова Российской академии наук,

119991, г. Москва, ул. Губкина, д. 8

Лаборатория алгебраической геометрии и ее приложений,
Национальный исследовательский университет “Высшая школа экономики”,

119048, г.Москва, ул. Усачева, д. 6
vikulovaav@gmail.com

Аннотация

Гладкое проективное многообразие 𝑋 называется многообразием Фано, если пер-
вый класс Чженя его касательного расслоения c1(𝑋) обилен. Многообразия 𝑙-Фано,
которые в некотором смысле обобщают определение многообразий Фано, были вве-
дены в статьях [1] и [4].
Определение 1. Будем говорить, что характерЧженя ch𝑖(𝑋) гладкого проективного
многообразия𝑋 положителен, если ch𝑖(𝑋) ⋅ 𝑍 > 0 для любого эффективного 𝑖-цикла𝑍.
Определение 2. Гладкое многообразие Фано 𝑋 называется многообразием 𝑙-Фано,
если характеры Чженя ch𝑖(𝑋) положительны для всех 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑙.

Определение 2мотивированно следующиминаблюдениями.Известно (см. [3, Chapter 5,
Theorem 1.6.1]), что через общую точку многообразия Фано проходит рациональная
кривая. А для многообразий 2-Фано при некоторых незначительных дополнитель-
ных условиях было показано (см. [4]), что через общую точку проходит рациональ-
ная поверхность. В статье [2] было показано, что при некоторых других незначитель-
ных дополнительных условиях через общую точку многообразия 3-Фано проходит ра-
циональное многообразие размерности 3. Иное свойство многообразий Фано име-
ется благодаря теореме Тзена. Она утверждает, что гладкая гиперповерхность Фано
𝑋 ⊂ ℙ𝑁

𝐾 степени 𝑑 < 𝑁 + 1 над полем 𝐾/𝑘 степени трансцендентности 1 над полем
𝑘 всегда имеет 𝐾-точку. Подобным свойством обладают и многообразия 𝑙-Фано и вос-
ходить оно к теореме Тзена-Ленга. Эта теорема, в свою очередь, говорит, что гладкая
гиперповерхность Фано 𝑋 ⊂ ℙ𝑁

𝐾 степени 𝑑 с условием 𝑑𝑙 < 𝑁 + 1 над полем 𝐾/𝑘 сте-
пени трансцендентности 𝑙 над полем 𝑘 всегда имеет 𝐾-точку.

Имеется следующая гипотеза.
Гипотеза 1 ([1, Conjecture 1.7]). Если 𝑋 – многообразие 𝑙-Фано размерности 𝑛 и

𝑙 ⩾ ⌈log2(𝑛 + 2)⌉,

то 𝑋 ≃ ℙ𝑛.



В докладе мы обсудим эту гипотезу примененную к взвешенным полным пересе-
чениям и докажем, что для такого класса многообразий гипотеза верна. Более того, в
классе таких многообразий мы обсудим усиление этой гипотезы.

Ключевые слова — многообразия Фано, взвешенные полные пересечения.
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Группы, градуированные системами корней

Е. Ю. Воронецкий
Лаборатория Чебышёва, СПбГУ
VoronetckiiEgor@yandex.ru

Аннотация

Группа 𝐺 градуирована некристаллографической системой корней 𝛷, если в ней
заданы корневые подгруппы 𝐺𝛼 ⩽ 𝐺 при 𝛼 ∈ 𝛷 такие, что

• [𝐺𝛼, 𝐺𝛽] ⩽ ⟨𝐺𝛾 ∣ 𝛾 ∈ (ℝ>0𝛼 + ℝ>0𝛽) ∩ 𝛷⟩ при 𝛼 ∦ 𝛽;
• для каждого корня 𝛼 ∈ 𝛷 существует элемент Вейля 𝑛𝛼 ∈ 𝐺𝛼𝐺−𝛼𝐺𝛼, то есть
обладающий свойством 𝐺𝑛𝛼

𝛽 = 𝐺𝑠𝛼(𝛽);
• для любой положительной системы корней 𝛱 ⊆ 𝛷 существует линейный по-
рядок на 𝛱 такой, что отображение∏𝛼∈𝛱 𝐺𝛼 → 𝐺, (𝑔𝛼) ↦ ∏𝛼 𝑔𝛼 из декартова
произведения инъективно, где умножение делается в выбранном порядке.

В последнем условии оказывается, что инъективность всегда выполнена для некото-
рого класса линейных порядков, которые легко строить на практике, а образ этого
отображения является подгруппой.

Например, группыШеваллеG(𝛷, 𝐾)над коммутативнымикольцами с единицейи
полные линейные группыGL(𝑛, 𝑅)над ассоциативнымикольцами с единицейимеют
градуировки системами корней 𝛷 и A𝑛−1 соответственно.

Естественно попытаться классифицировать с точностью до изогении все группы,
градуированные неприводимыми системами корней ранга ⩾ 3 (в меньших рангах
условий на корневые подгруппы недостаточно для интересной теории). В [1] это сде-
лано для систем корней с простыми связями и чуть более сильного определения, а
именно, с точностью до изогении такие группы—это в точностиGL(ℓ+1, 𝑅), G(Dℓ, 𝐾)
иG(Eℓ, 𝐾). Для систем корней типаBℓ = Cℓ, а также для F4 при дополнительномпред-
положении классификация дана в недавней диссертации [3] в терминах новых дву-
сортных алгебраических структур, параметризующих корневые подгруппы для кор-
ней из разных орбит под действием группы Вейля. Наконец, в [2] мы сделали об-
щий случай F4 идоказалитеорему существования: для каждой такой алгебраической
структуры можно на самом деле построить соответствующую группу, градуирован-
ную системой корней.

В докладе будет рассказано, как устроены эти алгебраические структуры, а также
упомянуты идеи доказательства. Работа была выполнена при поддержке программы
социальных инвестиций «Родные города» ПАО «Газпром нефть».

Ключевые слова — системы корней, группыШевалле.
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Модифицированный инвариант Дерксена
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Аннотация

Доклад основан на совместной работе с И.А. Болдыревым и А.А. Шафаревичем.
Пусть 𝑋 – аффинное алгебраическое многообразие над алгебраически замкнутым

полем нулевой характеристики 𝕂. Локально нильпотентным дифференцированием
(ЛНД) на 𝑋 будем называть линейный оператор 𝛿∶ 𝕂[𝑋] → 𝕂[𝑋] на алгебре регуляр-
ных функций на 𝑋 , удовлетворяющий правилу Лейбница 𝛿(𝑓𝑔) = 𝛿(𝑓)𝑔 + 𝑓𝛿(𝑔), и
такой, что для каждой функции 𝑓 ∈ 𝕂[𝑋] существует натуральное 𝑛 = 𝑛(𝑓) такое, что
𝛿𝑛(𝑓) = 0. Экспоненциальное отображение задаёт биекциюмежду ЛНД и регулярны-
ми действиями аддитивной группы поля (𝕂,+) на 𝑋 .

В 1996 году Л. Макар-Лиманов [5] ввел новый инвариант аффинных алгебраиче-
ских многообразий, определенный как подалгебра алгебры регулярных функций на
X, равная пересечению ядер всех ненулевых ЛНД. Данный инвариант ML(𝑋), в по-
следстии названный инвариантом Макар-Лиманова, позволил доказать неизоморф-
ность кубики Кораса-Расселла {𝑥 + 𝑥2𝑦 + 𝑧2 + 𝑤3 = 0} и аффинного трёхмерного
пространства, что было завершающимшагом в доказательстве линеаризуемости дей-
ствия одномерного тора на трёхмерном пространстве. Годом позже Х. Дерксен [3]
представил альтернативный инвариант, основанный на ЛНД. Инвариант Дерксена
HD(𝑋) – это подалгебра в𝕂[𝑋], порожденная ядрами всех ненулевых ЛНД. Этот инва-
риант также различает кубику Кораса-Рассела и аффинное пространство. В 2003 году
А. Крачиола и С. Маубах исследовали вопрос, различает ли один из этих двух инва-
риантов многообразия лучше, чем другой. Они приводят примеры с тривиальным
одним инвариантом и нетривиальным другим.

ИнвариантыМакар-Лиманова иДерксена стали важнымиинструментами для до-
казательстванеизоморфности аффинныхалгебраическихмногообразий.Однако есть
актуальные проблемы изоморфности многообразий, в которых данные инварианты
не могут различить многообразия. Одной из таких проблем является вопрос, изо-
морфно ли произведение кубики Кораса-Расселла на прямую четырёхмерному аф-
финному пространству. Логичным выходом из ситуации является попытка рассмот-
реть другие аналогичныеинварианты. В 2006 г. Дж.Фройденбургпредложилрассмот-
реть следующие модификации инвариантов Макара-Лиманова и Дерксена. Напом-
ним, что элемент 𝑠из𝕂[𝑋]называется слайсом для локально нильпотентного диффе-
ренцирования 𝛿, если 𝛿(𝑠) = 1. Не все ЛНД имеют слайс. Известная теорема о слайсе
утверждает, что если s является слайсом для 𝛿, то 𝕂[𝑋] изоморфно кольцу многочле-
нов от одной переменной над ядром 𝛿. Это ядро конечно порождено, и мы можем
рассмотреть его спектр 𝑍. Геометрически это означает, что 𝑋 изоморфно прямому



произведению 𝑍 и аффинной прямой. Определим модифицированный инвариант
Макар-Лиманова ML∗(𝑋) многообразия 𝑋 как пересечение ядер всех локально ниль-
потентных дифференцирований на 𝑋 , допускающих слайс. Аналогично, определим
модифицированный инвариант Дерксена HD∗(𝑋) многообразия 𝑋 как подалгебру в
𝕂[𝑋], порожденную ядрами всех локально нильпотентных дифференцирований на
𝑋 , допускающих слайс.

В 2021 году индийские математики Н.Дасгупта и Н.Гупта [2] получили характери-
зацию аффинного трехмерного пространства в терминах ML и ML∗. Они также за-
дали вопрос, различает ли ML∗ прямое произведение кубики Кораса-Расселла на аф-
финную прямую и четырехмерное аффинное пространство. Этот вопрос был решен
С.Гайфуллиным и А.Шафаревичем [4] (данный результат докладывался на прошло-
годней конференции). Более того, мы доказали, что если многообразие 𝑋 допускает
ЛНД со слайсом, то ML и ML∗ совпадают. Итак, ML∗ не дает нового инварианта и,
в частности, не различает многообразия, которые нельзя отличить с помощью ML.
Также мы доказали, что модифицированный инвариант Дерксена дает новый инва-
риант. Мы строим многообразие с тривиальными ML и HD (и, следовательно, с три-
виальным ML∗), но нетривиальным HD∗.

В докладе будет рассказно о результатах совместной работы с И. Болдыревым и
А.Шафаревичем [1], в которой мы проводим дальнейшее исследование модифици-
рованного инварианта Дерксена. А именно, мы доказали, что если многообразие X
допускает ЛНД со слайсом, т.е. 𝑋 изоморфно прямому произведению многообразия
𝑌 и прямой, то возможны следующие три варианта для HD∗(𝑋):

𝐴) HD∗(𝑌 × 𝔸1) = 𝕂[𝑌 × 𝔸1];
𝐵) HD∗(𝑌 × 𝔸1) не конечно порождено;
𝐶) HD∗(𝑌 × 𝔸1) = 𝕂[𝑌].
Также будут рассказаны достаточные условия для того, чтобы для многообразия

выполнялась одна из этих возможностей.

Ключевые слова — аффинное алгебраическое многообразие, локально нильпотентное
дифференцирование, инвариант Макар-Лиманова, инвариант Дерксена.
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Аннотация

Мы изучаем проективные гиперповерхности, допускающие индуцированное ад-
дитивное действие, то есть эффективное действие векторной группы с открытой ор-
битой, которое может быть продолжено до действия на объемлющем проективном
пространстве. Дан критерий нормальности таких гиперповерхностей и доказано, что
для любой проективной гиперповерхности𝑍 существует гиперповерхность с индуци-
рованным аддитивным действием, дополнение к открытой орбите в которой являет-
ся проективным конусом над 𝑍. Мы вводим конструкцию невырожденной гиперпо-
верхности с индуцированным аддитивным действием по диаграмме Юнга и изуча-
ем свойства таких гиперповерхностей. Доклад основан на работе [1], поддержанной
грантом РНФ 23-21-00472.

Ключевыеслова—аддитивное действие, проективная гиперповерхность, нормальность,
диаграммаЮнга
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Доказательство жёсткости алгебр с
использованием ассоциированной
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Аннотация

Под алгебрами мы будем подразумевать ассоциативные коммутативные алгебры
с единицей над алгебраически замкнутым полем характеристики нуль.

Алгебра называетсяжёсткой, если на ней не существует нетривиальных локаль-
но нильпотентных дифференцирований, см. [2]. По алгебре𝐴 с заданнойфильтраци-
ей можно построить ассоциированную с ней градуированную алгебру Gr(𝐴). Оказы-
вается, что некоторые свойства 𝐴 можно восстановить по свойствам Gr(𝐴). В частно-
сти, если 𝐴 является конечно порождённой, и Gr(𝐴) построена по весовой фильтра-
ции, то из жёсткости Gr(𝐴) следует жёсткость 𝐴, см. [1, 3].

Постерный доклад содержит следующие результаты.
(1) Описаны ассоциированные градуированные алгебры для алгебр с весовыми

фильтрациями.
(2) Разработана техника, позволяющая сводить исследование жёсткости алгебр к

изучению жёсткости градуированных алгебр.
(3) С помощью разработанной техники получены новые классы жёстких алгебр.

Автор является стипендиатом Фонда развития теоретической физики и математики
«БАЗИС».

Ключевыеслова—локальнонильпотентное дифференцирование, ассоциированная гра-
дуированная алгебра, жёсткие алгебры
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Аннотация

Топологические пайп дримы в типе 𝐴𝑛 реализуют перестановки множества из
𝑛 + 1 элемента и собираются из деталей одноимённой игры по простым правилам.
В прошлом году Фуджита и Нишияма [FN] придумали элегантное обобщение пайп
дримов в типе 𝐶𝑛 — здесь пайп дримы реализуют косые перестановки на 𝑛 элемен-
тах и собираются из тех же деталей, только теперь детали можно поворачивать. В
обоих случаях поле для игры реализует таблицу Гельфанда–Цетлина в соответству-
ющем типе, а пайп дримы естественным образом соответствуют граням многогран-
ника Гельфанда–Цетлина, кодирующим полуторические вырождения многообразий
Шуберта. Для типа𝐷𝑛 топологические пайп дримыпока не построены, однакоможно
описывать соответствующие им грани, исходя из геометрии многообразийШуберта.
В типе 𝐷3 это недавно сделала Екатерина Преснова [P]. Заметим, что несмотря на ис-
ключительный изоморфизм 𝐴3 ≃ 𝐷3 уже в этом случае есть существенные комби-
наторные различия между многогранниками Гельфанда–Цетлина. Мы обсудим кон-
струкцию Фуджиты–Нишиямы, результат Пресновой и приложения комбинаторики
пайп дримов в исчислении Шуберта, теории представлений и алгебраической гео-
метрии. Все необходимые определения будут даны в докладе.

Ключевые слова — пайп дримы, многогранники Гельфанда–Цетлина, исчисление Шу-
берта.
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Аннотация

Конечные абелевы группы — один из простейших объектов, изучаемых в алгеб-
ре. В свою очередь, рациональные многообразия образуют достаточно простой класс
многообразий, рассматриваемых в алгебраической геометрии. Однако вопрос о том,
какие конечные абелевы группы могут действовать на рациональных (или рацио-
нально связных) многообразиях, является далеко не тривиальным. В размерности 2
ответ на этот вопрос дали А. Beauville [Beau07] и J. Blanc [Bl07]. Также известны ре-
зультаты о действиях конечных абелевых 𝑝-групп на рационально связных многооб-
разиях в размерности не выше 3 [Pr11, Pr14, Xu18, Kuz20, Lo22]. Совсем недавно этот
результат был обобщен на случай произвольной размерности [KZh24]. В докладе я
расскажу о том, как решать задачу о классификации конечных абелевых групп, дей-
ствующих на рационально связных многообразиях размерности 3.

Ключевые слова — группа Кремоны, рациональные многообразия, абелевы группы.
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Аннотация

Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 пронормальна в 𝐺, если для любого элемента 𝑔 из 𝐺 под-
группы 𝐻 и 𝐻𝑔 сопряжены в подгруппе ⟨𝐻,𝐻𝑔⟩, ими порожденной.

Понятие пронормальной подгруппы было введено Ф. Холлом [2] и оказалось весь-
маполезным.В терминахпронормальностидопускаютописание, аиногдамогут быть
полностью решены некоторые важные вопросы теории групп, алгебраической ком-
бинаторики и других областей математики. Так, классификация 𝐶𝐼-групп получена
посредством исследования пронормальности регулярных подгрупп в симметриче-
ских группах [1, 5]. Таким образом, представляет интерес вопрос описания семейств
пронормальных подгрупп в конечных группах.

Ш. Прэгер [6] показала, что пронормальная подгруппа в конечной транзитивной
группе подстановок степени 𝑛 не может фиксировать более (𝑛 − 1)/2 точек. Таким об-
разом, надгруппы пронормальных подгрупп любой конечной группы удовлетворяют
естественному необходимому условию пронормальности. Хорошо известными при-
мерами пронормальных подгрупп в конечных группах являются нормальные под-
группы,максимальныеподгруппы, силовскиеподгруппы, картеровыподгруппы, хол-
ловы подгруппы разрешимых групп и т. д.

В 2012 году Е. П. Вдовин и Д. О. Ревин [7] доказали, что холловы подгруппы про-
нормальны в конечных простых группах, и выдвинули гипотезу, что все подгруппы
нечетных индексов (т. е. надгруппы силовских 2-подгрупп) пронормальны в конеч-
ных простых группах. Эта гипотеза была опровергнута А. С. Кондратьевым, доклад-
чикомиД. О. Ревиным [3]. Однако вомногих конечных простых группах все подгруп-
пы нечетных индексов пронормальны. Более того, вопрос о пронормальности под-
группы нечетного индекса в произвольной конечной группе можно частично свести
к вопросам пронормальности некоторых подгрупп нечетных индексов в ее главных
факторах [4, § 10].

В этом докладе мы обсуждаем новые результаты, полученные в направлении ис-
следования пронормальности подгрупп нечетных индексов в конечных группах. До-
клад частично основан на совместных результатах с В. Го, А.С. Кондратьевым и Д.О.
Ревиным.



Ключевые слова— конечная группа, простая группа, пронормальная подгруппа, нечет-
ный индекс
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Структура связных исчерпаемых групп
автоморфизмов
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Аннотация

Исчерпаемая группа, или группа-матрёшка,— это возрастающее объединение ал-
гебраических групп. Хорошо известно, что любая алгебраическая подгруппа группы
автоморфизмовAut(𝑋) аффинногомногообразия𝑋 замкнута относительноинд-топологии.
Замкнутость связных исчерпаемых подгрупп в Aut(𝑋)— открытый вопрос [1].

Мы отвечаем на этот вопрос положительно и изложим основные идеи доказатель-
ства [2]. А именно, мы опираемся на [3] и следующий вспомогательный факт: под-
группа всех автоморфизмов, сохраняющих степень регулярных функций на 𝑋 — ал-
гебраическая. Данныйфакт веренпринекоторых естественных условияхнафункцию
степени.

Работа поддержана грантом РНФ№22-41-02019.

Ключевые слова — аффинное многообразие, группа автоморфизмов, алгебраическая
группа, инд-топология.
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Стабильный инвариант Макар-Лиманова
триномиальных многообразий
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Аннотация

Пусть 𝕂— алгебраически замкнутое поле нулевой характеристики. Триномиаль-
ной гиперповерхностью называется аффинное многообразие, которое задаётся од-
ним уравнением вида

𝑇𝑙01
01 …𝑇𝑙0𝑛0

0𝑛0 + 𝑇𝑙11
11 …𝑇𝑙1𝑛1

1𝑛1 + 𝑇𝑙21
21 …𝑇𝑙2𝑛2

2𝑛2 = 0, 𝑛0 ⩾ 0, 𝑛1, 𝑛2 ⩾ 1.
Пусть 𝑋 — аффинное алгебраическое многообразие над 𝕂 с алгеброй регулярных
функций 𝕂 [𝑋]. Дифференцированием на 𝑋 называется линейное отображение 𝛿 ∶
𝕂 [𝑋] → 𝕂 [𝑋], удовлетворяющее правилу Лейбница: для всех 𝑓, 𝑔 ∈ 𝕂 [𝑋] выполнено
𝛿(𝑓𝑔) = 𝛿(𝑓)𝑔 + 𝑓𝛿(𝑔). Дифференцирование 𝛿 называется локально-нильпотентным
(ЛНД), если для любого элемента 𝑓 ∈ 𝕂 [𝑋] существует 𝑛 ∈ ℕ такое, что 𝛿𝑛(𝑓) = 0.
Инвариантом Макар-Лиманова называется подалгебра в 𝕂 [𝑋], равная пересечению
ядер всех ЛНД на 𝑋 . Стабильным инвариантом Макар-Лиманова называется инва-
риант Макар-Лиманова произведения аффинного многообразия и аффинного про-
странства достаточно большой размерности. В докладе будет рассказано о триноми-
альных гиперповерхностях с нетривиальныминвариантомМакар-Лиманова, но три-
виальным стабильныминвариантомМакар-Лиманова. Также будет рассказано об ис-
пользуемой для доказательства технике.

Ключевые слова — алгебраическое многообразие, триномиальное многообразие, ло-
кально нильпотентное дифференцирование, инвариант Макар-Лиманова.
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Лица ограниченной порождаемости
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Аннотация

Этот доклад посвящен памятиНиколая Александровича Вавилова, замечательно-
го Ученого, выдающегося Учителя и близкого Друга. В его основе лежат три недавние
статьи Н.А.Вавилова, Б.Кунявского, А.Лавренова, Е.Плоткина [1], [2], [3].

Несмотря на то, что формально в докладе рассматривается проблема ограничен-
ной порождаемости, я, прежде всего, хочу обратить внимание на вопросы теории
моделей алгебраических групп и их близких родственников. В частности на маль-
цевском вопросе, какие алгебраические группы образуют элементарный класс групп.
Условие ограниченной порождаемости играет при этом важную роль.

Основной результат в этой связи:
Пусть𝛷 приведенная неприводимая система корней ранга 𝑙 ⩾ 2. Тогда существует

константа 𝐿 = 𝐿(𝛷), зависящая только от𝛷, такая что для любого Дедекиндова кольца
арифметического типа 𝑅, каждый элемент 𝑔 в 𝐺𝑠𝑐(𝛷, 𝑅) есть произведение не более 𝐿
элементарных корневых унипотентов.

Ключевые слова— ограниченная порождаемость, алгебраическая группа, теория моде-
лей
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Многогранники Гельфанда–Цетлина типа D
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Аннотация

Рассмотримполупростую группу Ли𝐺 и зафиксируем в ней борелевскуюподгруп-
пу 𝐵 и максимальный тор 𝑇 ⊂ 𝐵 ⊂ 𝐺. Пусть 𝑤 ∈ 𝑊 - элемент группы Вейля, тогда
𝑋𝑤 = 𝐵𝑤𝐵/𝐵 ⊂ 𝐺/𝐵 называется многообразием Шуберта. В работе [PS] определено
понятие 𝜆-степени многообразия Шубрета. В работах [PS] и [KST] возникают много-
членыстепени𝔇𝑤 = 1

ℓ(𝑤)!
deg𝜆(𝑋𝑤), которыеявляютсялинейнойкомбинациейцело-

численных объемов граней соответствующего многогранника Гельфанда–Цетлина.
В случае простой алгебры типа A в работе [KST] явно описано соответствие неко-

торых граней многогранника Гельфанда–Цетлина элементам группы Вейля, т.е. эле-
ментам группы перестановок. Диаграммы когановских граней были описаны в тер-
минах пайп дримов (pipe dreams). В недавней работе [FN] подобное описание было
реализовано для типа C. В случае четной ортогональной алгебры 𝔰𝔬2𝑛, соответствую-
щей типу 𝐷, вопрос все еще остается открытым. На данный момент существует явное
описание соответствия граней многогранника Гельфанда–Цетлина типа 𝐷 элемен-
там группы Вейля для малых размерностей.
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Однородные локально нильпотентные
дифференцирования на триномиальных
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Аннотация

Каждому нормальному алгебраическому многообразию 𝑋 со свободной группой
классов дивизоров над алгебраически замкнутым полем 𝕂 характеристики 0 можно
сопоставить его тотальное координатное кольцо 𝑅(𝑋), или кольцо Кокса (см. [1]). Из-
вестно, что для торических многообразий кольцо Кокса является кольцом многочле-
нов от нескольких переменных, то есть координатнымкольцом аффинного простран-
ства. Несколько отступив от торических многообразий, можно потребовать, чтобы
коразмерность типичной орбиты при действии на многообразии 𝑋 алгебраическим
тором равнялась единице. В работе [3] было доказано, что кольцо Кокса такого мно-
гообразия при некоторых естественных условиях является координатным кольцом
аффинного многообразия, идеал которого порождён специальным образом согласо-
ванными триномами. Такиемногообразия (и их алгебры регулярныхфункций) назы-
ваются триномиальными. По виду соответствующих триномов различают два типа
триномиальных многообразий.

Как известно, существует биекция между алгебраическими действиями аддитив-
ной группы поля 𝕂 на аффинном неприводимом многообразии 𝑋 и локально ниль-
потентными дифференцированиями (ЛНД) на 𝕂[𝑋]. Особый интерес представляет
наиболее тонкая в некотором смысле градуировка на триномиальной алгебре. Она
замечательна тем, что однордные относительно неё ЛНД также однородны относи-
тельно некоторого широкого класса градуировок. В работе [2] был получен явный
вид однородных относительно наиболее тонкой градуировки ЛНД на триномиаль-
ных гиперповерхностях одного из двух типов. Мы обобщили этот результат на произ-
вольные триномиальные многообразия.

Ключевыеслова—локальнонильпотентныедифференцирования, триномиальныемно-
гообразия.
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Комбинаторика неприводимых характеров для
супералгебры Ли 𝔤𝔩(𝑚, 𝑛)
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Аннотация

В докладе приводится новая формула для характеров конечномерных неприводи-
мых представлений для супералгебры Ли 𝔤𝔩(𝑚, 𝑛). Мы следуем схеме доказательства
Су иЖанга [2] со следующими нововведениями. Во первых дается новое доказатель-
ство и новая формулировка гипотезы Ван ДерЮгта, Ходжеса, Кинга и Терри-Мег. Да-
лее используются весовые диаграммы и кэп диаграммы введенные Дж. Брандоном и
К.Строппел. Затемопределяетсяполиэдр связанныйс весовойдиаграммой.Характер
неприводимого представления интерпретируется как производящая функция целых
точек содержащихся в полиэдре. Для вычисления этой функции используется теоре-
ма Бриона.
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Плоскостные свойства и модели однородных
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в теории алгебр Хопфа
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Аннотация

Конструкция факторов групповых схем конечного типа по групповым подсхемам
тесно связана с плоскостностью орбитных морфизмов. Это свойство в случае аффин-
ной группыиквазиаффинного однородногопространства означает, что алгебрафунк-
ций на группе является плоским модулем над своими коидеальными подалгебрами.
Для некоммутативной алгебры Хопфа плоскостность над коидеальными подалгеб-
рами и даже над подалгебрами Хопфа выполняется не всегда. Имеется ряд положи-
тельных результатов при различных предположениях, но исчерпывающий ответ на
вопрос о том, когда это свойство сохраняется, не был получен.

Хороший класс алгебр Хопфа, в котором подтверждаются обобщения нескольких
фундаментальных фактов из теории алгебраических групп, выделяется двумя усло-
виями. Одно из них заключается в существовании артиновых классических колец
частных, заменяющих поле рациональных функций на группе, а другое условие тре-
бует финитной аппроксимируемости, т.е. разделения элементов алгебры конечно-
мерными представлениями. В этом классе алгебр Хопфа можно исследовать обоб-
щение соответствия между подгруппами и однородными пространствами. Аналоги
подгрупп должны интерпретироваться посредством факторкоалгебр, наследующих
также структуру модуля над алгеброй Хопфа. Аналоги квазиаффинных однородных
пространств даются коидеальными подалгебрами, которые нужно рассматривать с
точностьюдонекоторого отношения эквивалентности. Более общие однородныепро-
странства также допускают некоторую интерпретацию.
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Flow-up базис на сферических многообразиях
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По многообразию с действием редуктивной группы можно построить GKM-граф:
вершины будут неподвижными точками под действитем макситального тора редук-
тивной группы 𝐺, ребра будут получатся из инвариантных кривых (на самом деле
все эти кривые будут изоморфны ℙ1). Вместе с каждой инвариантной кривой у нас
также будет появляться характер — его будем звписывать как метку на ребре. Также
на каждом ребре будет задаваться ориентация, вместе с которой появится частичный
порядок на вершинах графа.

В вершинах графа будем записыватьмногочленыот характеров тора. Такая расста-
новка правильная если разность двух многочленов в вершинах делится на характер
на ребре, а также выполняются некоторые квадратичные соотношения.

Будем называть систему правильных расстановок многочленов flow-up базисом,
если

1 Эта система расстановок— базис (те эта система линейно независима и любая
правильная расстановка является линейной комбинацией данных с коэффи-
циентами полиномами от корней системы 𝛷)

2 Все многочлены, записанные в вершинах, — однородные и степени всех нену-
левых многочленов во всех вершинах равны фиксированнной для данной рас-
становки константе.

3 Для всех вершин 𝑤 существует элемент системы расстановок такой, что в этой
расстановке в вершине 𝑤 стоит произведение меток ребер, выходящих из этой
вершины, а ненулевые элементы могут стоять только в вершинах 𝑣 с 𝑣 ⩾ 𝑤.

БлагодарялокализацииБоттаможнопостроитьинъективное отображениеиз𝐶𝐻∗
𝑇 (𝑋)

в множество всех правильных расстановок.
Пусть𝐺—редуктивная группаи𝐵 ⊂ 𝐺—Борелевскаяподгруппа.𝐺−многообразие

𝑋 будем называть сферическим, если в 𝑋 есть плотная 𝐵−орбита.
В нашей работе мы показали, что у любого сферического многообразия существу-

ет flow-up базис, в частности отображение из 𝐶𝐻∗
𝑇 (𝑋)⊗ℚ в правильные расстановки

над ℚ это изоморфизм

Ключевые слова — сферические многообразия, кольца Чжоу, GKM-метод.



Список литературы
[1] M. Brion. Equivariant Chow groups for torus actions. Transformation Groups, Vol. 2, No. 3,

1997, pp. 225-267.

[2] Henry July Algebraic cobodism of spherical varieties

[3] P.Brosnan On motivic decompositions arising from the method of Bialynitslii-Birula

[4] V.Guillemin and C.Zara One-skeleta betti numbers and equivarient cohomology



ГруппыШевалле над кольцами многочленов

Анастасия Ставрова

Аннотация

Пусть 𝐷— дедекиндово кольцо (например, кольцо целых чисел). Хорошо извест-
но, что длялюбых𝑁 > 2и𝑛 > 0имеетместо равенство𝑆𝐿𝑁 (𝐷[𝑥1, ..., 𝑥𝑛]) = 𝑆𝐿𝑁 (𝐷)𝐸𝑁 (𝐷[𝑥1, ..., 𝑥𝑛]),
где𝐸𝑁 (𝐷[𝑥1, ..., 𝑥𝑛])—элементарнаяподгруппа группы𝑆𝐿𝑁 (𝐷[𝑥1, ..., 𝑥𝑛]), т.е. подгруп-
па, порожденнаяматрицами элементарныхпреобразованийпервого рода (А. Суслин,
1977). Мы обсудим обобщение этого результата на все группы Шевалле и неразветв-
ленные регулярные кольца 𝐷.



Представления алгебр Ли и модули Ли-Йордана

Стасенко Роман Олегович
НИУ ВШЭ,

Московский центр фундаментальной и прикладной математики
theromestasenko@yandex.ru

Аннотация

Пусть𝑆—произвольнаяредуктивная алгебраическая группа.Назовем𝑆-структурой
на алгебре Ли 𝔤 гомоморфизм 𝛷 ∶ 𝑆 → Aut(𝔤). 𝑆-структуры ранее излучались различ-
ными авторами, в том числе Э.Б. Винбергом.

В докладе рассматриваются 𝑆𝐿2-структуры. 𝑆𝐿2-структуру назовем короткой, если
представление𝛷 группы 𝑆𝐿2 разлагается на неприводимые представления размерно-
стей 1, 2 и 3. Если рассматривать неприводимые представления размерностей только
1 и 3, то получится известная конструкция Титса-Кантора-Кехера, устанавливающая
взаимно-однозначное соответствие между простыми йордановыми алгебрами и про-
стыми алгебрами Ли определенного вида.

Аналогично теореме Титса–Кантора–Кехера в случае коротких 𝑆𝐿2-структур мож-
но установить взаимно-однозначное соответствие между простыми алгебрами Ли с
такой структурой и так называемыми простыми симплектическими структурамиЛи-
Йордана.

Пусть на алгебре Ли 𝔤 задана 𝑆𝐿2-структура и отображение 𝜌 ∶ 𝔤 → 𝔤𝔩(𝑈)— ли-
нейное представление. Гомомофизм 𝛹 ∶ 𝑆 → 𝐺𝐿(𝑈) называется 𝑆𝐿2-структурой на
лиевском 𝔤-модуле 𝑈 , если

𝛹(𝑠)𝜌(𝜉)𝑢 = 𝜌(𝛷(𝑠)𝜉)𝛹(𝑠)𝑢, ∀𝑠 ∈ 𝑆, 𝜉 ∈ 𝔤, 𝑢 ∈ 𝑈.

Подобная конструкция имеет интересные приложения к теории представлений йор-
дановых алгебр, о которых будет рассказано в докладе. Также в докладе будет пред-
ставлена полная классификация неприводимых коротких 𝔤-модулей для простых ал-
гебр Ли.

Ключевыеслова— йордановыалгебры, специальныепредставления,модулиЛи-Йордана.



Пространства модулей параболических
расслоений на проективной прямой

Антон Фонарёв

Аннотация

Мы расскажем о том, что известно про производные категорий пространств мо-
дулей параболических расслоений на проективной прямой с нечетным числом отме-
ченных точек.



Многообразия с действием тора сложности 1,
имеющие конечное число орбит группы

автоморфизмов

Чунаев Д.А.
НИУ ВШЭ

dchunaev@hse.ru

Аннотация

Доклад основан на совместной работе автора с С. Гайфуллиным [1].
Пусть 𝕂— алгебраически замкнутое поле нулевой характеристики. Тогдатрино-

миальной гиперповерхностью мы называем аффинную гиперповерхность в 𝔸𝑛, за-
данную уравнением

𝑇𝑙0
0 + 𝑇𝑙1

1 + 𝑇𝑙2
2 = 0,

где 𝑙𝑖 = (𝑙𝑖1,… 𝑙𝑖𝑛𝑖 ), все 𝑙𝑖𝑗 > 0 и 𝑇𝑙𝑖
𝑖 = 𝑇𝑙𝑖1

𝑖1 …𝑇
𝑙𝑖𝑛𝑖
𝑖𝑛𝑖 , 𝑛0 ⩾ 0 (если 𝑛0 = 0, то первый моном

считаем равным единице), 𝑛1, 𝑛2 > 0, 𝑛0 + 𝑛1 + 𝑛2 = 𝑛.
Триномиальные гиперповерхностиявляются частнымслучаемболее общего клас-

сатриномиальных многообразий—таких аффинных многообразий, которые можно
задать системами уравнений {𝑔𝑖 = 0}, где 𝑔𝑖 имеют следующий вид:

Тип 1.
𝑔𝑖 = 𝑇𝑙𝑖

𝑖 − 𝑇𝑙𝑖+1
𝑖+1 + 𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+1, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑟 − 1,

где 𝑎𝑖 —попарно различные числа.

Тип 2.

𝑔𝑖 = det(
𝑇𝑙𝑖
𝑖 𝑇𝑙𝑖+1

𝑖+1 𝑇𝑙𝑖+2
𝑖+2

𝑎0𝑖 𝑎0𝑖+1 𝑎0𝑖+2
𝑎1𝑖 𝑎1𝑖+1 𝑎1𝑖+2

) , 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑟 − 2,

где 𝑎𝑖𝑗 — такие числа, что у следующей матрицы столбцы попарно независимы:

𝐴 = ( 𝑎00 𝑎01 … 𝑎0𝑟
𝑎10 𝑎11 … 𝑎1𝑟

)

Триномиальныемногообразия являютсяпримерамимногообразий, допускающих
действие тора сложности1, то есть эффективное действие тора размерностина 1мень-
шей, чем у многообразия. Кроме того, как доказано в [2], у произвольного нормально-
го рационального неприводимого многообразия без непостоянных обратимых функ-
ций, которое допускает действие тора сложности1, тотальное координатноепростран-
ство, полученное с помощью конструкции Кокса, будет триномиальным многообра-
зием.



Будемназывать аффинноемногообразиеXжестким, еслиононедопускаетнетри-
виальных𝔾𝑎 - действий. Критерийжесткости для триномиальныхмногообразий был
получен в [3]. В работе [4] было доказано, что у нежесткой триномиальной гипер-
поверхности X число орбит группы автоморфизмов Aut(𝑋) конечно. При этом из [5]
известно, что у жестких триномиальных гиперповерхностей число орбит группы ав-
томорфизмов бесконечно.

В докладе мы рассмотрим результаты работы [1], обобщающие результаты рабо-
ты [4]: будет рассказано про то, что у нежесткого триномиального многообразия ко-
нечное число орбит группы автоморфизмов, а также про обобщения этого результа-
та, полученные с использованием конструкции Кокса, на некоторые многообразия с
действием тора сложности 1.

Ключевые слова — алгебраическое многообразие, триномиальное многообразие, груп-
па автоморфизмов, кольцо Кокса.
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Аддитивные действия с конечным числом орбит

Шафаревич Антон Андреевич
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Аннотация

Аддитивным действием на алгебраическоммногообразии𝑋 называется действие
векторной группы на 𝑋 с открытой орбитой. Хассеттом и Чинкелем было получено,
что на проектином пространстве ℙ6 существует бесконечно много неэквивалентных
аддитивных действий. При этом для любого натурального 𝑛 ∈ ℕ на ℙ𝑛 существу-
ет ровно одно аддитивное действие с конечным числом орбит. Поэтому аддитивные
действия с конечным числом орбит представляют отдельный интерес.

При некоторых дополнительных условиях полные многообразия, допускающие
аддитивные с конечным числом, были описаны C. Crowley. Такие многообразия на-
зываются многообразиями матроидов, и они позволяют описывать некоторые ком-
бинаторные характеристики линейных матроидов.

В своем докладе я расскажу о примерах полных многообразиях, на которых суще-
ствует аддитивное действие с конечнымчислом орбит. В частности, я расскажу про то
какие гиперповерхности и торические поверхности допускают аддитивные действия
с конечным числом орбит, а также какие из этих многообразий являются многообра-
зиями матроидов.

Работа поддержана грантом РНФ 23-71-01100.



Полные торические многообразия с большой
открытой орбитой группы автоморфизмов

К. В. Шахматов
НИУ ВШЭ
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Аннотация

Алгебраические многообразия будем рассматривать над алгебраически замкну-
тым полем 𝕂 нулевой характеристики. Пусть 𝑋 – полное торическое многообразие с
действующим тором 𝑇. Обозначим через 𝑁 решётку однопараметрических подгрупп
и через𝑀 решётку характеров тора 𝑇. Пусть 𝛴 – веер в 𝑁, соответствующий многооб-
разию 𝑋 . Обозначим через 𝑣1,… , 𝑣𝑟 примитивные векторы на лучах веера 𝛴.

Мы будем рассматривать многообразия 𝑋 с большой открытой орбитой действия
группы автоморфизмов Aut(𝑋). В работе [3] Демазюром было введено понятие корня
для веера 𝛴, которое было позже использовано в работе [2]. Одним из следствий ре-
зультатов, полученных в этих работах, является введение структуры алгебраической
группы на Aut(𝑋) и описание этой группы в терминах корневых𝔾𝑎-подгрупп относи-
тельно тора 𝑇. Не вдаваясь в подробности этого описания, запишем условия на век-
торы 𝑣𝑖 , которые эквивалентны наличию большой открытой орбиты группы Aut(𝑋):

для каждого 𝑖 = 1,… , 𝑟 найдётся вектор 𝑢𝑖 ∈ 𝑀 такой, что
⟨𝑢𝑖 , 𝑣𝑖⟩ = −1 и ⟨𝑢𝑖 , 𝑣𝑗⟩ ⩾ 0 для всех 𝑗 ≠ 𝑖.

(2)

При этом полноте 𝑋 соответствует условие

Cone(𝑣1,… , 𝑣𝑟) = 𝑁ℚ, (∗∗)

где 𝑁ℚ = 𝑁 ⊗ℚ.
Наша цель – описание полных торических многообразий с большой открытой ор-

битой группы автоморфизмов. Как мы видели, эта задача эквивалентна описанию
наборов векторов 𝑣1,… , 𝑣𝑟 в решётке 𝑁, удовлетворяющих условиям (??) и (∗∗). Кон-
струкция целочисленной двойственности Гейла (см., например, [1]) позволяет пере-
формулировать эту задачу в несколько других терминах.

Рассмотрим гомоморфизм

𝜑∶ ℤ𝑟 → 𝑁 такой, что 𝜑(𝑒𝑖) = 𝑣𝑖 , 𝑖 = 1,… , 𝑟,

где 𝑒1,… , 𝑒𝑟 – это стандартныйбазисℤ𝑟. Рассмотримбазис 𝑒∗1 ,… , 𝑒∗𝑟 решёткиHom(ℤ𝑟, ℤ),
двойственный к базису 𝑒1,… , 𝑒𝑟, отождествляя Hom(ℤ𝑟, ℤ) ≅ ℤ𝑟. Пусть 𝜑∗ ∶ 𝑀 → ℤ𝑟 –
гомоморфизм, двойственный к 𝜑. Получаем короткую точную последовательность

0 𝐴 ℤ𝑟 𝑀 0𝜓 𝜑∗ ,



где 𝐴 = ℤ𝑟/𝜑∗(𝑀) и 𝜓 – это естественный гомоморфизм. Обозначим 𝑤𝑖 = 𝜓(𝑒∗𝑖 ), 𝑖 =
1,… , 𝑟. При этом rk𝐴 = 𝑟 − 𝑛 и 𝐴 ≅ Cl(𝑋). Условия на мультимножество 𝑤1,… ,𝑤𝑟 в
конечно порождённой абелевой группе 𝐴 ранга 𝑟−𝑛, соответствующие условиям (??)
и (∗∗), можно сформулировать следующим образом:

набор 𝑤1,… ,𝑤𝑟 порождает 𝐴 и для любого 𝑖 = 1,… , 𝑟
элемент 𝑤𝑖 содержится в полугруппе, порождённой набором 𝑤1,… ,𝑤𝑖 ,… ,𝑤𝑟;

(∘)

если 𝜆1𝑤1 +…+ 𝜆𝑟𝑤𝑟 = 0 для некоторых 𝜆𝑖 ∈ ℤ⩾0, то 𝜆1 = … = 𝜆𝑟 = 0. (∘∘)
В докладе планируется классифицировать трёхмерныеполные торическиемного-

образия с большой открытой орбитой группы автоморфизмов в сформулированных
выше терминах. Доклад основан на совместной работе с И. В. Аржанцевым.

Ключевые слова — торические многообразия, действия групп на многообразиях, трёх-
мерные многообразия.
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Двойственность Пясецкого для некоторых
представлений классических групп
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Аннотация

В статье [1] В.С.Пясецкого описана конструкция, позволяющая установить вза-
имно однозначное соответствие между орбитами линейного представления связной
комплексной группыЛии соответствующего двойственного представленияпри усло-
вии, что множество орбит конечно.

Конструкция этой двойственности такова: в пространстве 𝑉 ×𝑉∗ рассматривается
объединение конормальных расслоений ко всем орбитам в пространстве 𝑉 , или, что
то же самое, в пространстве 𝑉∗. Это замкнутое подмногообразие, чьими неприводи-
мыми компонентами выступают замыкания конормальных расслоений различных
орбит. Двойственными по Пясецкому называются такие орбиты𝒪 ⊂ 𝑉 и 𝒬 ⊂ 𝑉∗, для
которых замыкания 𝑁∗𝑂 и 𝑁∗𝑄 в 𝑉 × 𝑉∗ совпадают.

Вчислопредставленийс конечныммножествоморбит входят сферические𝐺-модули
для связных редуктивных алгебраических групп. В [2] Ф. Кноп выделяет класс сфе-
рических модулей, к перечислению которых с точки зрения теории представлений
сводится описание всех остальных.

В докладе будут описаны орбитыи двойственностьПясецкого для серийпредстав-
лений групп SO𝑛×GL𝑚 и Sp𝑛×GL𝑚 в пространстве Hom(ℂ𝑚, ℂ𝑛), некоторые из кото-
рых являются сферическими и появляются в списке [2]. Затем будут приведены диа-
граммы примыканий и двойственности для орбит всех неприводимых сферических
линейных представлений из списка Ф. Кнопа.

Ключевые слова — двойственность Пясецкого, сферический модуль, примыкание ор-
бит.

Список литературы
[1] В. С. Пясецкий, “Линейные группы Ли, действующие с конечным числом орбит”,

Функц. анализ и его прил., 9:4 (1975), 85–86; Funct. Anal. Appl., 9:4 (1975), 351–353.



[2] Knop, F. (1998). Some remarks on multiplicity free spaces. In: Broer, A., Daigneault, A.,
Sabidussi, G. (eds) Representation Theories and Algebraic Geometry. Nato ASI Series, vol
514. Springer, Dordrecht.


	Роман Авдеев <<Корневые подгруппы на орисферических многообразиях>>
	Иван Аржанцев <<Сопряженность аддитивных действий в аффинной группе Кремоны>>
	Иван Бельдиев <<Модули Демазюра уровня 1 и векторные расслоения на проективной прямой>>
	Анастасия Викулова <<Взвешенные полные пересечения среди многообразий l-Фано>>
	Егор Воронецкий <<Группы, градуированные системами корней>>
	Сергей Гайфуллин <<Модифицированный инвариант Дерксена>>
	Юлия Зайцева <<О нормальности проективных гиперповерхностей с аддитивным действием>>
	Вероника Киктева <<Доказательство жёсткости алгебр с использованием ассоциированной градуированной алгебры>>
	Валентина Кириченко <<Многогранники Гельфанда–Цетлина, косые перестановки и пайп дримы>>
	Константин Логинов <<Конечные абелевы подгруппы в группе Кремоны ранга 3>>
	Наталья Маслова <<О пронормальности подгрупп нечетных индексов в конечных группах>>
	Александр Перепечко <<Структура связных исчерпаемых групп автоморфизмов>>
	Михаил Петров <<Стабильный инвариант Макар-Лиманова триномиальных многообразий>>
	Евгений Плоткин <<Лица ограниченной порождаемости>>
	Екатерина Преснова <<Многогранники Гельфанда–Цетлина типа D>>
	Кирилл Рассолов <<Однородные локально нильпотентные дифференцирования на триномиальных многообразиях>>
	Александр Сергеев <<Комбинаторика неприводимых характеров для супералгебры Ли gl(m,n)>>
	Сергей Скрябин <<Плоскостные свойства и модели однородных пространств в теории алгебр Хопфа>>
	Александра Сонина <<Flow-up базис на сферических многообразиях>>
	Анастасия Ставрова <<Группы Шевалле над кольцами многочленов>>
	Роман Стасенко <<Представления алгебр Ли и модули Ли-Йордана>>
	Антон Фонарёв <<Пространства модулей параболических расслоений на проективной прямой>>
	Дмитрий Чунаев <<Многообразия с действием тора сложности 1, имеющие конечное число орбит группы автоморфизмов>>
	Антон Шафаревич <<Аддитивные действия с конечным числом орбит>>
	Кирилл Шахматов <<Полные торические многообразия с большой открытой орбитой группы автоморфизмов>>
	Даниил Шунин <<Двойственность Пясецкого для некоторых представлений классических групп>>

