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Введение

Симметричные процессы Леви

Пусть ξ(t) – одномерный симметричный процесс Леви. Это
означает, что выполнены следующие условия.
Л1) Почти наверное ξ(0) = 0.
Л2) Для любого набора {tj}nj=1, 0 ≤ t1 < . . . < tn <∞,

случайные величины ξ(t2)− ξ(t1), . . . , ξ(tn)− ξ(tn−1)
независимы.

Л3) Для любых t и s, 0 ≤ s ≤ t, случайные величины ξ(t− s) и
ξ(t)− ξ(s) имеют одно и то же распределение.

Л4) Для любых ε > 0 и t ≥ 0

lim
h→0

P (|ξ(t+ h)− ξ(t)| > ε) = 0.

С) Для любого t ≥ 0 случайные величины ξ(t) и −ξ(t) имеют
одно и то же распределение.
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Введение

Показатель Леви и полугруппа, порождаемая ξ(t)

Представление Леви-Хинчина характеристической функции ξ(t) имеет вид

Eeipξ(t) = e−tΨ(p), Ψ(p) =
σ2p2

2
+

∫
|y|>0

(
1− cos(py)

)
Π(dy),

где σ2 ≥ 0, а Π – мера Леви процесса ξ(t) – симметричная σ-конечная
мера, удовлетворяющая условию∫

|y|>0

min(1, y2)Π(dy) < ∞. (1)

Обозначим x− ξ(t) как ξx(t). Процесс ξ(t) порождает C0-полугруппу
операторов {Tt}t≥0, действующих на (C0(R), ∥ · ∥∞) по правилу

(Ttf)(x) = Ef(ξx(t)). (2)

Полугруппа {Tt} продолжается до C0-полугруппы в (L2(R), ∥ · ∥2) с
генератором A, действующим в Фурье-представлении как умножение на
функцию −Ψ.
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Введение

Локальное время ξ(t)

Локальным временем L(t, ·) до момента времени t процесса ξ(τ) называется
плотность его меры пребывания, то есть случайной меры
µt: µt(Γ) = mes {τ < t | ξ(τ) ∈ Γ}, Γ ∈ B(R), относительно меры Лебега, если
только эта плотность существует.

Мы будем предполагать, что у ξ(t) существует локальное время. Это
равносильно условию ∫

R

dp

1 + Ψ(p)
< ∞. (3)

Можно показать, что справедливо представление

L(t, x) = lim
ε→0+

1

2ε

t∫
0

1(−ε,ε)(ξx(τ)) dτ . (4)

Пределом 1(−ε,ε)(x)/(2ε) при ε → 0+ в смысле обобщённых функций является
дельта-функция Дирака δ(x), поэтому формально

L(t, x) =

t∫
0

δ(ξx(τ)) dτ . (5)
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Введение

Формула Фейнмана–Каца и распределение на
траекториях ξx(t)

Теоретико-полугрупповой подход позволяет связать процесс ξ(t) с задачей
Коши

∂u

∂t
(t, x) = (Au)(t, x) + V (x)u(t, x), u(0, x) = f(x), (6)

где f ∈ L2(R), а V принадлежит достаточно “хорошему” классу функций
(например, C∞

0 (R)). Согласно формуле Фейнмана-Каца, единственное
решение данной задачи может быть представлено в виде

u(t, x) = Ef(ξx(t)) e

t∫
0
V (ξx(τ)) dτ

, (7)

где последнее выражение задаёт действие C0-полугруппы с генератором
A+ V .
Также потенциал V при некоторых условиях индуцирует на пространстве
траекторий процесса ξx(t) распределение QV

T,x, такое, что

QV
T,x(dω) =

e

T∫
0

V (ω(τ)) dτ

Ee

T∫
0

V (ω(τ)) dτ

PT,x(dω), (8)

где PT,x – распределение ξx(t).
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Введение

Потенциал типа линейной комбинации дельта-функций
Положим V =

∑n
k=1 µkδ(x− ak), где µk > 0, ak ∈ R, k ∈ 1, n.

Формально, пользуясь формулой Фейнмана-Каца, мы получаем, что
единственным решением

∂u

∂t
(t, x) = (Au)(t, x) +

n∑
k=1

µkδ(x− ak)u(t, x), u(0, x) = f(x), (9)

является функция

u(t, x) = Ef(ξx(t)) e

∑n
k=1 µk

t∫
0
δ(ξx(τ)−ak) dτ

= Ef(ξx(t)) e
∑n

k=1 µkL(t,x−ak),
(10)

а генератором соответствующей полугруппы является
A+

∑n
k=1 µkδ(x− ak).

Соответствующее же распределение Qµ
T,x на пространстве траекторий

ξx(t) задаётся тождеством

Qµ
T,x(dω) =

e
∑n

k=1 µkL(t,x−ak)

Ee
∑n

k=1
µkL(t,x−ak)

PT,x(dω). (11)

Это распределение экспоненциально притягивает траектории процесса
ξx(t) к точкам a1, . . . , an.
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Введение

История вопроса

В работе [1, 2014] M. Cranston, S. Molchanov и N. Squartini
построили генератор с дельта-потенциалом и
соответствующее распределение на пространстве
траекторий для устойчивых процессов.
В работе [2, 2024] И. А. Ибрагимов, Н. В. Смородина и М.
М. Фаддеев обобщили формулу Фейнмана-Каца для
дельта-потенциала и потенциала типа обобщённой
функции |x|−1−α, 0 < α < 1/2. В работе [3, 2024] теми же
авторами был построен функционал вида

t∫
0

q(x− w(τ)) dτ ,

где w – стандартный винеровский процесс, а q –
удовлетворяющая некоторому условию обобщённая
функция.
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Введение

История вопроса (прод.)

Работой [4, 2005] B. Roynette, P. Vallois и M. Yor открыли
цикл работ посвящённый штрафующим мерам и их
предельным свойствам. В самой работе [4, 2005] были
исследованы распределения QV

T,x для винеровского
процесса.
В работе [5, 2023] S. Takeda, K. Yano исследовали
штрафование процессов Леви с локальным временем в
случае n = 1 для отрицательного параметра µ.
В работе [6, 2025] K. Iba, K. Yano исследовали
штрафование процессов Леви с локальным временем в
случае n = 2 для отрицательных параметров µ1, µ2.
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Оператор A +
∑n

k=1 µkδ(x − ak) и полугруппа {Ut}

Определение оператора Aµ

Определим Aµ
def
= A+

∑n
k=1 µkδ(x− ak), для чего сперва определим

полуторалинейную форму aµ. Возьмём в качестве области определения
последней D[aµ] пространство

{u ∈ L2(R) | ∥
√
Ψû∥2 < ∞, u(ak) = 0, k ∈ 1, n} (12)

и для любых u, v ∈ D[aµ] положим

aµ[u, v] = ((−A)1/2u, (−A)1/2v)−
n∑

k=1

µku(ak)v(ak). (13)

Теорема

Форма aµ – замкнутая и полуограниченная снизу.

Следствие

Существует самосопряжённый ограниченный сверху оператор Aµ, такой,
что

D(Aµ) ⊂ D[aµ],

Для любых u ∈ D(Aµ), v ∈ D[aµ] справедливо (Aµu, v) = aµ[u, v].
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Оператор A +
∑n

k=1 µkδ(x − ak) и полугруппа {Ut}

Семейство {ψλ} и функция κν
Пусть λ ∈ C \ (−∞, 0]. Определим функцию ψλ, положив

ψλ(x) =
1

2π

∫
R

e−ipx

Ψ(p) + λ
dp. (14)

Теорема

Пусть f ∈ L1(R) ∩ L2(R), Reλ > 0. Тогда

(A− λ)−1f = −
∫
R

ψλ(· − y)f(y) dy; ψλ(x) = E

∞∫
0

e−λt L(dt, x).

Существуют ν > 0 и положительные p1, . . . , pn, такие, что

Aµκν = νκν , κν
def
=

n∑
k=1

pkψν(· − ak).
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Оператор A +
∑n

k=1 µkδ(x − ak) и полугруппа {Ut}

Полугруппа Фейнмана-Каца {Ut}
Пусть {Ut}t≥0 – семейство операторов, действующих на Cb(R)
по формуле

(Utf)(x) = Ef(ξx(t))e
∑n

k=1 µkL(t,x−ak). (15)

Теорема (формула Фейнмана-Каца)

Семейство {Ut} задаёт C0-полугруппу в L2(R) с
генератором Aµ.
Для любой f ∈ L2(R) функция u = Utf является
единственным решением задачи Коши

∂u

∂t
= Aµu, u(0, x) = f(x), (16)

в классе {u : R+ × R → R
∣∣ t 7→ u(t, ·) ∈ C(R+, L2(R)),

u(·, x) ∈ C1(R), u(t, ·) ∈ D(Aµ)}.
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Оператор A +
∑n

k=1 µkδ(x − ak) и полугруппа {Ut}

Мартингал ην(t, x) и предельная теорема для Ut

Обозначим через {Ft}t≥0 фильтрацию, порождённую
процессом ξ(t).
Пусть

ην(t, x) = e−νt κν(ξx(t))

κν(x)
e
∑n

k=1 µkL(t,x−ak). (17)

Теорема

Процесс ην(t, x) является Ft-мартингалом со средним 1.

Теорема

Пусть f ∈ L2(R). Тогда

L2 - lim
t→∞

e−νtEf(ξx(t))e
∑n

k=1 µkL(t,x−ak) =
(f, κν)

∥κν∥22
κν .
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Штрафование

Определение Qµ
T,x

Распределение PT,x процесса ξx(t), t ≤ T , есть вероятностная мера на
пространстве траекторий ΩT,x = {ω ∈ D([0, T ],R) |ω(0) = x}, где
D([0, T ],R) – пространство Скорохода, то есть снабжённое метрикой
Скорохода множество непрерывных справа и имеющих пределы слева
вещественнозначных функций на [0, T ].

Пусть pµ(t, x, y) – ядро оператора Ut. Положим

Zµ(t, x) =

∫
R

pµ(t, x, y) dy. (18)

Введём на ΩT,x меру Qµ
T,x, задаваемую на цилиндрических множествах

формулой

Qµ
T,x{ω(t1) ∈ B1, . . . , ω(tn) ∈ Bn}

=
1

Zµ(T, x)

∫
B1

· · ·
∫
Bn

pµ(t1, x, x1) . . . pµ(tn − tn−1, xn−1, xn)Zµ(T − tn, xn) dx,

где 0 < t1 < · · · < tn ≤ T , B1, . . . , Bn ∈ B(R).
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Штрафование

Предельная теорема для Qµ
T,x

Лемма

Конечномерные распределения Qµ
T,x согласованы.

Обозначим через ζ(t) марковский процесс с переходной плотностью

ρµ(t, x, y) = e−νt κν(y) pµ(t, x, y)

κν(x)
(19)

и инвариантным распределением, задаваемым плотностью κ2ν/∥κν∥22.

Теорема

Конечномерные распределения Qµ
T,x при T → ∞ сходятся по

полной вариации к соответствующим конечномерным
распределениям ζ(t).

Распределения Qµ
T,x при T → ∞ слабо сходятся к ζ(t) в

D([0,∞),R).
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Штрафование

Предельная теорема для ω(T )

Рассмотрим распределение Rµ
T,x случайной величины ω(T ).

Это распределение имеет смысл распределения точки, в
которую перешла испытывающая притяжение траектория
процесса ξx(t) за время T .

Теорема

Распределение Rµ
T,x сходится по полной вариации к

распределению
νκν(y) dy.
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