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Круговой β-ансамбль

Круговым унитарным ансамблем называется мера на n-точечных
подмножествах единичной окружности

dPn
β(θ1, . . . θn) = Z−1

∏
1≤l<k≤n

|eiθl − eiθk |βdθ1 . . . dθn, θj ∈ (−π, π).

Мера Pn
β — распределение Гиббса системы из n частиц со

взаимодействием

U(θ, η) = − ln|eiθ − eiη|, dPn
β ∝ exp

−β
∑

1≤l<k≤n

U(θk, θl)

 .

В среднем расстояние между частицами ∼ 2π
n

. Растянем частицы
θ 7→ nθ и устремим n → ∞.



Синус-β процесс

Теорема-определение (Killip, Stoiciu, 2009)

Пусть f — гладкая функция с компактным носителем. Тогда
случайная величина

n∑
j=1

f(nθj), {θ1, . . . θn} ∼ Pn
β

сходится по распределению при n → ∞. Предельные распределения
определяют меру на бесконечных локально конечных подмножествах
R — синус-β процесс Pβ. Величина выше сходится к сумме∑

x∈X

f(x), X ∼ Pβ

по случайному подмножеству.



Предельная теорема для аддитивных функционалов

Теорема (Szegő)

Пусть f — функция на T, удовлетворяющая
∑

k∈Z|k||f̂k|
2 < +∞. Тогда

верно

En
2

{
n∏

j=1

ef(θj)
}

= exp

nf̂0 +
∑
k≥1

kf̂kf̂−k + o(1)

 , при n → ∞.

Теорема (Johansson, 1988; Jiang, Matsumoto, 2015;
Lambert, 2021; Г.)

Пусть f — функция на T, удовлетворяющая
∑

k∈Z|k||f̂k|
2 < +∞. Тогда

для β ≤ 2 верно

En
β

{
n∏

j=1

ef(θj)
}

= exp

nf̂0 +
2

β

∑
k≥1

kf̂kf̂−k + o(1)

 , при n → ∞.



Предельная теорема для аддитивных функционалов

Теорема (Сошников, 2000)

Пусть f — квадратично-интегрируемая функция на R,
удовлетворяющая

∫
R|ω||f̂(ω)|

2dω < +∞. Тогда имеет место
сходимость∑

x∈X

f(x/R)− E2

{∑
x∈X

f(x/R)

}
→ N (0, σ(f)), при R → ∞,

где X ∼ P2.

Теорема (Г.)

Для функции f ∈ L2(R), f ′ ∈ L2(R) при β ≤ 2 имеет место
сходимость∑

x∈X

f(x/R)− Eβ

{∑
x∈X

f(x/R)

}
→ N

(
0,

2

β
σ(f)

)
, при R → ∞,

где X ∼ Pβ. Если функция действительно-значная, то сходимость
имеет место по метрике Колмогорова-Смирнова со скоростью
1/

√
lnR.



Петлевое уравнение, дайсоновское броуновское
движение и многочлены Джека

Предложение (Петлевое уравнение; Johansson, 1998)

Для функций w, g ∈ C1(T) верно

En
β

n∏
j=1

ew(θj)

β

2

n∑
p,q=1

g(θp)− g(θq)

tg
(

θp−θq
2

) + (1− β

2
)

n∑
j=1

g′(θj) +
n∑

j=1

g(θj)w
′(θj)

 .

Введем оператор на симметричных дифференцируемых функциях n
переменных

Hn
β =

1

2

n∑
j=1

∂2
θj +

β

4

∑
1≤j<k≤n

∂θj − ∂θk

tg
(

θj−θk
2

) .
Следствие
Для любой функции f ∈ C1(T) верно

En
βHn

β

{
n∏

j=1

ef(θj)
}

= 0.



Петлевое уравнение, дайсоновское броуновское
движение и многочлены Джека

Оператор Hn
β — генератор дайсоновского кругового броуновского

движения — решения системы уравнений

dθj(t) =
β

2

∑
k ̸=j

1

tg
(

θj−θk
2

)dt+ dWj(t),

где {Wj(t)}nj=1 — независимые стандартные броуновские движения.
• Процесс Pn

β — инвариантная мера дайсоновского броуновского
движения.

• Более того, Hn
β существенно самосопряжен на L2(Tn,Pn

β).

Вопрос
Как выглядят собственные вектора Hn

β?



Петлевое уравнение, дайсоновское броуновское
движение и многочлены Джека

Перепишем оператор Дайсона в координатах zj = eiθj :

Hn
β = −1

2

n∑
j=1

(zj∂zj )
2 − β

4

∑
1≤j<k≤n

zj + zk
zj − zk

(zj∂zj − zk∂zk ).

Наблюдение
Оператор Hn

β сохраняет степень симметрических многочленов.

Теорема (Loapointe, Vinet, 1995; Baker, Forrester, 1997)

Оператор Hn
β , суженный на симметрические многочлены

фиксированной степени, имеет простой спектр. Его собственные
вектора параметризуются разбиениями — невозрастающими
последовательностями λ = (λ1, . . . , λl(λ), 0, . . .), λj ∈ Z≥0, длины l(λ) не
более n и называются многочленами Джека. С точностью до
нормировки их определяет условие

Hn
βJ

β
λ = −

{
n∑

j=1

(
1

β
λ2
j +

n+ 1− 2j

2

)}
Jβ
λ .



Петлевое уравнение, дайсоновское броуновское
движение и многочлены Джека

Предложение
Свойства многочленов Джека:

• Проективность: Jβ
λ (z1, . . . , zn) = Jβ

λ (z1, . . . , zn, 0).
• Формула для степени: deg Jβ

λ =
∑

j≥1 λj.
• Коэффициенты этих многосленов лежат в Q(2/β).
• Ортогональность и формула для нормы

En
βJ

β
λ (z1, . . . , zn)J

β
µ (z1, . . . , zn), для λ ̸= µ,

En
β |Jβ

λ (z1, . . . , zn)|
2 = Nλ(n)Cλ =

∏
(i,j)∈λ

(
1− 2− β

β(n− i)− 2j

)
Cλ,

где Cλ не зависит от n.

Первое свойство означает, что Jβ
λ определяет элемент алгебры

симметрических многочленов Λ:

Λ ≃ C[p1, . . .], pk(x1, . . .) =

∞∑
l=1

xk
l .



Пример: многочлены Шура
При β = 2 многочлены Джека совпадают с многочленами Шура

Jβ
λ (x1, . . . , xN ) = sλ(x1, . . . , xN ) =

det(x
λj+N−j

i )Ni,j=1

det(xN−j
i )Ni,j=1

.

Для многочленов Шура верно тождество Коши

∑
λ

sλ(x1, . . . , xN )sλ(y1, . . . , yN ) =

N∏
i,j=1

(1− xiyj)
−1.

Для функции f =
∑

j∈Z f̂jz
j определим гомоморфизмы Λ → C:

ρ±(pj) = jf̂±j .

Теорема (Gessel, 1990)

Пусть функция f на T удовлетворяет условию
∑

j∈Z|j||f̂j |
2 < +∞.

Тогда для верна формула

e−nf̂0En
2

{
n∏

j=1

ef(θj)
}

=
∑

λ:l(λ)≤n

ρ+(sλ)ρ−(sλ).



Обобщение теоремы Гесселя

Теорема
Для многочленов Джека верно обобщение тождества Коши —
равенство формальных степенных рядов

∑
λ

Jβ
λ (x)J

β
λ (y)

Cλ
=
∏
i,j≥1

(1− xiyj)
−β/2 = exp

(
β

2

∞∑
j=1

pj(x)pj(y)

j

)
.

Для функции f =
∑

j∈Z f̂jz
j определим гомоморфизмы Λ → C:

ρ±(pj) =
2

β
jf̂±j .

Следствие (Г.)

Пусть функция f на T удовлетворяет условию
∑

j∈Z|j||f̂j |
2 < +∞.

Тогда для β ≤ 2 верна формула

e−nf̂0En
β

{
n∏

j=1

ef(θj)
}

=
∑

λ:l(λ)≤n

ρ+(J
β
λ )ρ−(J

β
λ )

Cλ
Nλ(n).



Меры Джека
Пусть функция f действительно-значная и удовлетворяет условию∑

j∈Z|j||f̂j |
2 < +∞. Мера Джека на множестве разбиений Y определена

формулой

J β
f (λ) = Z−1 ρ+(J

β
λ )ρ−(J

β
λ )

Cλ
.

Рассмотрим вложение

Θ : Y → Conf(R), λ 7→ {λj − 2j/β}j≥0

Теорема (Окуньков, 2001)

Образ Θ∗J 2
f является детерминантным точечным процессом.

Теорема (Страхов, 2010)

Образ Θ∗J β
f является пфаффианным точечным процессом для β = 1, 4

и f(x) = C cos(θx).

Вопрос
При каких функциях верна теорема Страхова?



При больших n из двойственности в алгебре симметрических функций
Λ можно получить, что

En
β

{
n∏

j=1

ef(θj)
}

≈ ZJ 2/β
f (λ : λ0 ≤ n) ≈ ZΘ∗J 2/β

f (X : |X ∩ [n,+∞)| = 0).

Пусть f — гладкая функция с компактным носителем.

Вопрос
Существует ли предел процессов Θ∗J β

f(n·) при одновременном
скейлинге конфигураций:

{λj − 2j/β}j≥0 7→
{
λj − 2j/β

n

}
j≥0

при n → ∞.

Теорема (Буфетов, 2024)

При β = 2 ответ на вопрос выше положительный.


