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Основные обо󰑬начени󰑱
X – некоторое счётное мно󰑨ество (в основном, Z, Z≤0 или Z≥0).
По необходимости будем снаб󰑨ат󰑭 X линейным пор󰑱дком (X, >) и/или
требоват󰑭 конечности интервалов в нём.
Ω := {0, 1}X (иногда будем обо󰑬начат󰑭 Conf(X)).
P(Ω) – пространство веро󰑱тностных борелевских мер на
пространстве Ω.
S = S(X) – группа финитных перестановок X.
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Л󰑧ба󰑱 мера P(Ω) одно󰑬начно определ󰑱етс󰑱 (во󰑬мо󰑨но бесконечным)
набором ρ1, ρ2, . . . коррел󰑱ционных функций.
Дл󰑱 л󰑧бого n = 1, 2, . . . ρn – симметрична󰑱 функци󰑱 n попарно
ра󰑬личных аргументов x1, x2, . . . , xn ∈ X.
ρn(x1, . . . , xn) = M(Cyl(x1, . . . , xn)) = M({ω ∈ Ω : ω(x1) = · · · =
ω(xn) = 1})

Определение
Будем говорит󰑭, что мера M ∈ P(Ω) 󰑱вл󰑱етс󰑱 детерминантной, если
существует комплексно󰑬начна󰑱 функци󰑱 K(x, y) на X× X така󰑱, что
дл󰑱 л󰑧бого n и л󰑧бого набора n попарно ра󰑬личных аргументов
(x1, . . . , xn)

ρn(x1, . . . , xn) = det[K(xi, xj)]i,j∈1,n. (1.1)
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Определение
Пуст󰑭 ℓ2(X) – комплексное гил󰑭бертово пространство с счётным
ортонормированным ба󰑬исом {ex}x∈X, состо󰑱щим и󰑬 дел󰑭та-функций.
Оператор на ℓ2(X) на󰑬ываетс󰑱 поло󰑨ител󰑭ным с󰑨атием, если K = K∗

и 0 ≤ K ≤ 1.
Матрица K(x, y) := 〈Key, ex〉 󰑱вл󰑱етс󰑱 коррел󰑱ционным 󰑱дром дл󰑱
(об󰑱󰑬ател󰑭но уникал󰑭ной) детерминантной меры, котору󰑧 мы будем
обо󰑬начат󰑭 в дал󰑭нейшем MK или PK .
Иногда нам понадобитс󰑱 смотрет󰑭 на K как на ССО проектор на
󰑬амкнутое подпространство L := Ran(K) ⊆ ℓ2(X).
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Обо󰑬начим A = A(X) унитал󰑭ну󰑧 ∗ −алгебру, котора󰑱 поро󰑨даетс󰑱
элементами {a+x , a−x }x∈X со следу󰑧щими определ󰑱󰑧щими
соотношени󰑱ми (CAR – canonical anticommunication relations):

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

a+x a
+
y + a+y a

+
x = 0;

a−x a
−
y + a−y a

−
x = 0;

a+x a
−
y + a−y a

+
x = δxy;

(a+x )
∗ = a−x ,

x, y ∈ X. (1.2)

Пуст󰑭 A0 = A0(X) ⊂ A – её ∗-подалгебра, котора󰑱 поро󰑨даетс󰑱
элементами вида {a+x a−y }x,y∈X (GICAR – gauge invariant canonical
anticommunication relations).
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Определение
Пуст󰑭 K – поло󰑨ител󰑭ное с󰑨атие на ℓ2(X) и. Ква󰑬исвободное
состо󰑱ние на A0, соответству󰑧щее с󰑨ати󰑧 K, ест󰑭 линейный
функционал ϕ[K] : A0 → C, который одно󰑬начно определ󰑱етс󰑱
следу󰑧щими услови󰑱ми:

1. ϕ[K](1) = 1;
2. Дл󰑱 л󰑧бого n = 1, 2, . . . и л󰑧бых двух наборов (x1, x2, . . . , xn) и

(y1, y2, . . . , yn)

ϕ[K](a+xn
. . . a+x1

a−y1 . . . a
−
yn) = det[K(yi, xj)]i,j∈1,n. (1.3)

В р󰑱де работ было пока󰑬ано, что это определение корректно, а так󰑨е
то, что ϕ[K] действител󰑭но 󰑱вл󰑱етс󰑱 состо󰑱нием.
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Св󰑱󰑬󰑭 ме󰑨ду детерминантными мерами и ква󰑬исвободными
состо󰑱ни󰑱ми

C(Ω) с поточечными операци󰑱ми – коммутативна󰑱 подалгебра A0,
котора󰑱 поро󰑨даетс󰑱 элементами вида {a+x a−x }x∈X.
Например, χCyl(x1,...,xn) ⇄ (a+x1

a−x1
) . . . (a+xn

a−xn
).

Пуст󰑭 K – поло󰑨ител󰑭ное с󰑨атие, а ϕ[K]|C(Ω) – су󰑨ение
ква󰑬исвободного состо󰑱ни󰑱 на подалгебру C(Ω). Существует
в󰑬аимоодно󰑬начна󰑱 св󰑱󰑬󰑭 ме󰑨ду P(Ω) и состо󰑱ни󰑱ми на C(Ω) –
математическое о󰑨идание:

EM (f) :=

󰁝

Ω

f(ω)M(dω), f ∈ C(Ω). (1.4)

Мера, соответству󰑧ща󰑱 состо󰑱ни󰑧 ϕ[K]|C(Ω) – детерминантна󰑱 мера
MK . Тем самым устанавливаетс󰑱 естественное соответствие:

ква󰑬исвободное состо󰑱ние → детерминантна󰑱 мера, ϕ[K] 󰀁→ MK .
(1.5)
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Иде󰑱 работы Г.И. Ол󰑭шанского [3] инвертироват󰑭 это соответствие:
найти способ одно󰑬начно определит󰑭 каноническое коррел󰑱ционное
󰑱дро дл󰑱 M .
Приведём кратко реали󰑬аци󰑧 этой идеи.
Действие S(X) на X в естественном смысле поро󰑨дает действие на
C(Ω) гомеоморфи󰑬мами. Так󰑨е C(Ω) – это коммутативна󰑱 унитал󰑭на󰑱
∗-алгебра, на котору󰑧 группа S действует автоморфи󰑬мами. Это
по󰑬вол󰑱ет корректно определит󰑭 (полное) скрещенное прои󰑬ведение
C(Ω)⋊ S – это ∗−алгебра в смысле

Определение
Пуст󰑭 A – сепарабел󰑭на󰑱 унитал󰑭на󰑱 ∗−алгебра, G – конечна󰑱 или
счётна󰑱 группа её автоморфи󰑬мов.
1. Ковариантное представление пары (A, G) – это пара (T1, T2), где
T1 – представление алгебры A, а T2 – унитарное представление G.
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Эти представлени󰑱 действу󰑧т на обычном сепарабел󰑭ном гил󰑭бертовом
пространстве так, что

T2(g)T1(f)T2(g−1) = T1(gf), f ∈ A, g ∈ G, (1.6)

где gf ≡ g(f) = gf – ре󰑬ул󰑭тат действи󰑱 g ∈ G на элемент f .
2. Существует (унитал󰑭на󰑱 и сепарабел󰑭на󰑱) ∗−алгебра B, снаб󰑨ённа󰑱
морфи󰑬мом A → B, и морфи󰑬м, перевод󰑱щий группу G в унитарну󰑧
группу B такие, что:

1. эти морфи󰑬мы согласованы (в естественном смысле) с действием
G на A (≡ морфи󰑬мы и действие элемента группы G
перестановочны);

2. обра󰑬ы A и G поро󰑨да󰑧т B;
3. л󰑧бое ковариантное представление (T1, T2) пары (A, G)

󰯺фактори󰑬уетс󰑱󰯻 чере󰑬 представление B.
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Более того, алгебра B уникал󰑭на󰑱 с точност󰑭󰑧 до эквивалентности.
Она на󰑬ываетс󰑱 (полным) скрещённым прои󰑬ведением алгебры A и
группы G, которое обо󰑬начаетс󰑱 как A⋊G.
1. Итак, мы рассматриваем S−ква󰑬иинвариантну󰑧 меру M ∈ P(Ω) и
строим пару представлений (T1, T2), действу󰑧щих в сепарабел󰑭ном
гил󰑭бертовом пространстве ℓ2(Ω,M), ∗ −алгебры C(Ω) и S
соответственно.
Элементы f ∈ C(Ω) действу󰑧т как операторы умно󰑨ени󰑱 на
соответству󰑧щу󰑧 функци󰑧:

T1(f)h = fh, h ∈ ℓ2(Ω,M). (1.7)

Унитарное представление T2 группы S даётс󰑱 представлением
купмановского типа (Koopman-type construction):

(T2(s)h)(ω) = h(s−1(ω))

󰀕
d(M ◦ s)

dM
(ω)

󰀖1/2

, h ∈ ℓ2(Ω,M), ω ∈ Ω, s ∈ S.

11 / 37



Така󰑱 пара удовлетвор󰑱ет определени󰑧 1.4 – и оно поднимаетс󰑱 до
представлени󰑱 C(Ω)⋊ S, которое мы обо󰑬начаем T [M ].
2. Далее поло󰑨им, что (X, <) имеет линейный пор󰑱док и конечные
интервалы. С учётом этого услови󰑱 строитс󰑱 с󰑧р󰑫ективный
гомоморфи󰑬м C(Ω)⋊ S → A0 и провер󰑱етс󰑱, что представление T [M ]
󰯺фактори󰑬уетс󰑱󰯻 чере󰑬 него. Таким обра󰑬ом, мы получаем
представление алгебры A0, которое мы обо󰑬начаем T [M ].
3. Наконец, определ󰑱етс󰑱 состо󰑱ние τ [M ] на алгебре A0 по формуле

τ [M ] = 〈T [M ](a)1,1〉ℓ2(Ω,M), a ∈ A0. (1.8)

По построени󰑧 состо󰑱ние τ [M ] хранит вс󰑧 информаци󰑧 об исходной
мере.
Во󰑬никает вполне естественный вопрос: 󰯺Когда состо󰑱ние τ [M ]
S-ква󰑬иинвариантной меры M равно ква󰑬исвободному состо󰑱ни󰑧
ϕ[K]?󰯻 Г.И. Ол󰑭шанский [3] даёт дл󰑱 таких мер на󰑬вание –
совершенные.
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Определение
Пуст󰑭 M – S−ква󰑬иинвариантна󰑱 веро󰑱тностна󰑱 мера на Ω. Мы
говорим, что M – совершенна󰑱 мера, если состо󰑱ние τ [M ] ест󰑭
ква󰑬исвободное состо󰑱ние ϕ[K] дл󰑱 некоторого поло󰑨ител󰑭ного
с󰑨има󰑧щего оператора K на ℓ2(X). Более того, 󰑱дро
K(x, y) := 〈Kex, ey〉 будем на󰑬ыват󰑭 каноническим коррел󰑱ционным
󰑱дром M .

Вопрос
Устойчиво ли свойство совершенности при переходе от
S−ква󰑬иинвариантной детерминантной совершенной меры MK = PK к
её условным мерам?
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Меры Пал󰑭ма
󰑪дес󰑭 мы будем рассматриват󰑭 коррел󰑱ционное 󰑱дро K совершенной
детерминантной меры PK как оператор ортогонал󰑭ного проецировани󰑱
на 󰑬амкнутое подпространство L = Ran(L) ⊆ ℓ2(X).
Мера Пал󰑭ма Pp

K допускает следу󰑧щее описание. Рассмотрим
условну󰑧 меру PK на подпространстве конфигураций, содер󰑨ащих
точку в по󰑬иции p. 󰑪атем мы убираем точку и󰑬 по󰑬иции p. Более
формал󰑭но, Pp

K – push-forward условной меры под действием
󰯺стира󰑧щего отобра󰑨ени󰑱󰯻, сопоставл󰑱󰑧щему конфигурации X
конфигураци󰑧 X \ {p}.
Пуст󰑭 тепер󰑭 Pq̂ – условна󰑱 мера PK по услови󰑧 того, что в по󰑬иции q
нет частицы. Более формал󰑭но, определим

Ω̂(p) = {ω ∈ Ω : {q} /∈ ω}.
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Определим

Pq̂
K =

PK |Ω̂(q)

PK(Ω̂(q))
. (2.1)

Коррел󰑱ционные 󰑱дра таких мер да󰑧тс󰑱 следу󰑧щими

Теорема (2.16, [1])
Пуст󰑭 p ∈ X, µ({p}) > 0. Тогда оператор ортогонал󰑭ного
проецировани󰑱 на подпространство L(p) = {ϕ ∈ L : ϕ(p) = 0} имеет
󰑱дро Kp, име󰑧щее вид:

Kp(x, y) =

󰀫
K(x, y)− K(p,y)K(x,p)

K(p,p) , x, y ∕= p,

0, иначе.
(2.2)
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Теорема (Proposition 2.17, [1])
Пуст󰑭 q ∈ X, µ({q}) > 0. Тогда оператор ортогонал󰑭ного
проецировани󰑱 на подпространство χX\{q}L имеет 󰑱дро K q̂, име󰑧щее
вид:

K q̂(x, y) =

󰀫
K(x, y) + K(q,y)K(x,q)

1−K(q,q) , x, y ∕= q,

0, иначе.
(2.3)

Фиксаци󰑧 частиц и дырок мо󰑨но продол󰑨ат󰑭 и далее. Так, пуст󰑭
p1, . . . , pl – ра󰑬личные точки X и

L(p1, . . . , pl) = {ϕ ∈ L : ϕ(p1) = ϕ(p2) = · · · = ϕ(pl) = 0}. (2.4)
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Тогда справедливо следу󰑧ща󰑱

Теорема (Shirai, Takahashi, [4])
Дл󰑱 л󰑧бого l ∈ N и дл󰑱 ρl-п.в. l ра󰑬личных точек p1, . . . , pl ∈ X,
итерированна󰑱 мера Пал󰑭ма Pp1,...,pl

K даётс󰑱 формулой

Pp1,...,pl
K = PKp1,...,pl , (2.5)

где Kp1,...,pl = (. . . (((K)p1)p2) . . . )pl .
Аналогично пуст󰑭 l ∈ N, m < l и (p1, . . . , pl) – ра󰑬личные точки в X.
Определим

L(p1, · · · pm, p̂m+1, . . . , p̂l) = {χX\{pm+1,...,pl} : ϕ ∈ L, ϕ(p1) = · · · = ϕ(pm) = 0}.

Оператор ортогонал󰑭ного проецировани󰑱 на соответству󰑧щее
подпространство обо󰑬начим Kp1,...,pm,p̂m+1,...,p̂l .
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Тогда справедливо следу󰑧ща󰑱

Теорема (Proposition 2.18, [1])
Рассмотрим нормированное су󰑨ение PK на
Cyl(p1, . . . , pm, p̂m+1, . . . , p̂l). Push-forward этого нормированного
су󰑨ени󰑱 на цилиндр Cyl(p̂1, . . . , p̂m, p̂m+1, . . . , p̂l) под действием
󰯺стира󰑧щего отобра󰑨ени󰑱󰯻 ест󰑭 мера PKp1,...,pm,p̂m+1,...,p̂l , где
Kp1,...,pm,p̂m+1,...,p̂l = (. . . ((. . . (K)p1)p2 . . . )pm)p̂m+1) . . . )p̂l .
󰑪аметим, что и󰑬 утвер󰑨дений выше мо󰑨но сделат󰑭 следу󰑧щий вывод:

Лемма
Пуст󰑭 K – ортогонал󰑭ный проектор на 󰑬амкнутое подпространство в
ℓ2(X) с Ran(K) = L ⊆ ℓ2(X), p ∕= q – ра󰑬личные точки X. Тогда в󰑬󰑱тие
󰯺услови󰑱 по дырке󰯻 в по󰑬иции q и в󰑬󰑱тие 󰯺услови󰑱 по частице󰯻 в
по󰑬иции p коммутиру󰑧т:

(K p̂)q = (Kq)p̂. (2.6)
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Фиксируем прои󰑬вол󰑭ное натурал󰑭ное число N ∈ N, мно󰑨ество (X, <)
поло󰑨им подмно󰑨еством R с наследуемым и󰑬 него пор󰑱дком. Пуст󰑭
|X| > N в случае конечного X; в случае бесконечного X нало󰑨им
дополнител󰑭ное требование конечности интервалов (X, <). Обо󰑬начим
ΩN ⊂ Ω – мно󰑨ество всех N−точечных подмно󰑨еств Ω. Пуст󰑭 KN –
оператор ортогонал󰑭ного проецировани󰑱 на N−мерное
подпространство в ℓ2(X), а PKN

– соответству󰑧ща󰑱
S−ква󰑬иинвариантна󰑱 совершенна󰑱 мера (например, N−точечный
дискретный ортогонал󰑭ный ансамбл󰑭 [Theorem 5.1, [3]).
Рассмотрим гил󰑭бертово пространство ℓ2(ΩN ) с его
ортонормированным ба󰑬исом {δω : ω ∈ ΩN}. Пуст󰑭 TN – представление
алгебры A0 на этом пространстве, ассоциированное с счита󰑧щей мерой
на ΩN .

19 / 37



Оператор умно󰑨ени󰑱 на функци󰑧 (PKN
(·))1/2 определ󰑱ет и󰑬ометри󰑧

пространства ℓ2(ΩN ,PKN
) и пространства ℓ2(ΩN ), св󰑱󰑬ывает

представлени󰑱 T [MN ] и TN , а так󰑨е переводит вектор 1 ∈ ℓ2(ΩN ,MN )
в вектор

1̄ :=
󰁛

ω∈ΩN

(MN (ω))1/2δω ∈ ℓ2(ΩN ).

Введем обо󰑬начение:

sgn(x1, . . . , xl; y1, . . . , yl;ω) :=

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

󰁔
u∈ω\{y1,...,yl}

l󰁔
i=1

sgn(xi − u) sgn(yi − u)·

·
󰁔

1≤i<j≤l

sgn(xi − xj) sgn(yi − yj),

если ω ⊇ {y1, . . . , yl}и
(ω \ {y1, . . . , yl}) ∩ {x1, . . . , xl} = ∅;

0, иначе.
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Дл󰑱 дока󰑬ател󰑭ства так󰑨е ну󰑨на следу󰑧ща󰑱 техническа󰑱

Лемма (Proposition 4.8, [3])
Дл󰑱 л󰑧бого ω ∈ ΩN верно

T
󰀃
a+xn

. . . a+x1
a−y1 . . . a

−
yn

󰀄
δω = sgn(x1, . . . , xn; y1, . . . , yn;ω)×

× δ(ω\{y1,...,yn})∪{x1,...,xn}.

В силу S−ква󰑬иинвариантности исходной меры состо󰑱ние на алгебре
A0 корректно определено и в соответствии с (1.8):

τ [MN ](a) = 〈TN (a)1̄, 1̄〉, a ∈ A0,

где в правой части скал󰑱рное прои󰑬ведение понимаетс󰑱 в смысле
скал󰑱рного прои󰑬ведени󰑱 в пространства ℓ2(ΩN ).
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Вопрос
Верно ли, что условие (??) дл󰑱 коррел󰑱ционного 󰑱дра Kp

N при
a := a+xn

. . . a+x1
a−y1 . . . a

−
yn следует и󰑬 того 󰑨е услови󰑱 дл󰑱

коррел󰑱ционного 󰑱дра K(x, y) при ap := a+xn
. . . a+x1

a+p a
−
p a

−
y1 . . . a

−
yn?

1. В случае одной частицы необходимо 󰑬аписат󰑭 с учётом ска󰑬анного
выше определение (1.8), а 󰑬атем прои󰑬вести элементарные
преобра󰑬овани󰑱 столбцов и строк в определителе.
2. Необходимо применит󰑭 1. последовател󰑭но ка коррел󰑱ционным
󰑱драм в соответствии с теоремой 2.5.
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Таким обра󰑬ом, ока󰑬ываетс󰑱 верна следу󰑧ща󰑱

Теорема
При нало󰑨енных выше услови󰑱х справедливы следу󰑧щие утвер󰑨дени󰑱:

1. Детерминантна󰑱 мера PKp
N

с коррел󰑱ционным 󰑱дром,
определённым в 2.1, 󰑱вл󰑱етс󰑱 совершенной.

2. Итерированна󰑱 мера Пал󰑭ма, определённа󰑱 в теореме 2.5,
󰑱вл󰑱етс󰑱 совершенной.
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Дл󰑱 ω ∈ Ω определим ω◦ := Ω \ ω (тогда, конечно, (ω◦)◦ = ω).
Отобра󰑨ение ω 󰀁→ ω◦ ест󰑭 гомеоморфи󰑬м Ω, который на󰑬ываетс󰑱
инвол󰑧цией дырка/частица. Это отобра󰑨ение индуцирует
инвол󰑧тивное преобра󰑬ование мер M 󰀁→ M◦ мер в пространстве P(Ω).
Инвол󰑧ци󰑱 󰯺дырка-частица󰯻 коммутирует с действием группы S и
потому сохран󰑱ет мно󰑨ество S−ква󰑬иинвариантных мер.
Ока󰑬ываетс󰑱 верна следу󰑧ща󰑱

Теорема (Proposition 4.14, [3])
Пуст󰑭 PK – совершенна󰑱 мера и K(x, y) – её коррел󰑱ционное 󰑱дро.
Тогда мера M◦, полученна󰑱 и󰑬 M с помощ󰑭󰑧 инвол󰑧ции
дырка/частица так󰑨е 󰑱вл󰑱етс󰑱 совершенной и её коррел󰑱ционное 󰑱дро
ест󰑭

K◦(x, y) := δxy − (−1)ν(x)−ν(y)K(x, y), x, y ∈ X. (2.7)
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Непосредственна󰑱 проверка с учётом этой теоремы пока󰑬ывает, что
процедура фиксации дырки в по󰑬иции p с точки 󰑬рени󰑱
коррел󰑱ционных 󰑱дер в исходном пространстве эквивалента
следу󰑧щей: применение инвол󰑧ции дырка/частица, фиксаци󰑱 частицы
в по󰑬иции p в преобра󰑬ованном пространстве, применение инвол󰑧ции
дырка/частица. Переход к мере Пал󰑭ма 󰯺по частице󰯻 сохран󰑱ет
совершенство – то 󰑨е верно и дл󰑱 инвол󰑧ции дырка/частица. 󰑪начит,
как компо󰑬ици󰑱 отобра󰑨ений, сохран󰑱󰑧щих совершенство меры, мера
Пал󰑭ма 󰯺по дырке󰯻 так󰑨е сохран󰑱ет её.
Наконец, лемма 2.5 говорит о не󰑬ависимости ре󰑬ул󰑭тиру󰑧щего 󰑱дра (и
соответству󰑧щей детерминантной меры) от пор󰑱дка фиксации дырок и
частиц.
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Таким обра󰑬ом, дока󰑬ана следу󰑧ща󰑱

Теорема
Пуст󰑭 PK – совершенна󰑱 детерминантна󰑱 мера с коррел󰑱ционным
󰑱дром K. Тогда мера PKp1,...,pm,p̂m+1,...,p̂l , определённа󰑱 в теореме 2.4,
так󰑨е совершенна.
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Условные меры
Рассмотрим более общу󰑧 конструкци󰑧 дл󰑱 условных мер.
В этом ра󰑬деле мы рассматриваем PK ∈ P(Ω) – детерминантну󰑧
совершенну󰑧 меру на пространстве Ω = Conf(Z) (начина󰑱 с этого
момента мы рассматриваем X = Z, а так󰑨е дл󰑱 удобства обо󰑬начений
мен󰑱ем {0, 1}X на Conf(X)). Будем рассматриват󰑭 (X, <) с пор󰑱дком,
наследуемым и󰑬 R.
Фиксируем X ∈ Conf(X) – некотору󰑧 (во󰑬мо󰑨но бесконечну󰑧)
конфигураци󰑧, а так󰑨е I = [a, b] ⊂ X, где a ∈ Z, b ∈ Z, a < b. Нас
интересует мера P(·|X;Z \ I) ≡ P(K; I) – условна󰑱 мера PK при
условии, что в Z \ I 󰑬афиксирована конфигураци󰑱 X. Мера P(K; I),
таким обра󰑬ом, ест󰑭 борелевска󰑱 мера на Conf(I).
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Реали󰑬уем таку󰑧 меру с помощ󰑭󰑧 классической конструкции.
Рассмотрим πZ\I : Conf(Z) → Conf(Z \ I) – с󰑧р󰑫ективное
отобра󰑨ение, сопоставл󰑱󰑧щее мно󰑨еству Z ∈ Conf(Z)) мно󰑨ество
Z ∩ (Z \ I) ≡ Z|Z\I ∈ Conf(Z \ I). Cлои этого отобра󰑨ени󰑱 (дл󰑱
Y ∈ Conf(Z \ I)) ест󰑭 мно󰑨ества вида
π−1(Y ) = {E ∈ Conf(Z)) : E|Z\I = Y }. Видим, что они могут быт󰑭
ото󰑨дествлены с Conf(I), кол󰑭 скоро конфигураци󰑱 вне Z \ I
󰑬афиксирована. Таким обра󰑬ом, мера PK(K; I) на Conf(I) ест󰑭
условна󰑱 PK при условии того, что ограничение конфигурации
совпадает с πZ\I(X).
Более формал󰑭но, така󰑱 мера ест󰑭 условна󰑱 мера в смысле Рохлина
[5], котора󰑱 определена на и󰑬меримом ра󰑬биении Z \ I, поро󰑨дённом
отобра󰑨ением πZ\I .
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Более конкретно, на основе веро󰑱тностного пространства
(Conf(Z),F(Conf(Z)),PK) определим веро󰑱тностное пространство
(Conf(Z), F̂(Conf(Z)), P̂K) по следу󰑧щим правилам:

E ∈ F̂(Conf(Z)) ⇐⇒ π−1
Z\I(E) ∈ F(Conf(Z)).

P̂K(E) = PK(π−1(E)) ∀E ∈ F̂(Conf(Z)).

Cемейство P := {Pω}ω∈Conf(Z\I) = {Y ∈ Conf(Z) : Y |Z\I = ω} –
ра󰑬биение пространства Conf(Z) на слои отобра󰑨ени󰑱 πZ\I .
Нам понадобитс󰑱 следу󰑧щее вспомогател󰑭ное

Определение
Пуст󰑭 P и Q – два ра󰑬биени󰑱 пространства Conf(Z). Будем говорит󰑭,
что ра󰑬биение P тон󰑭ше, чем ра󰑬биение Q, и писат󰑭, что Q ≼ P, если
дл󰑱 л󰑧бого p ∈ P существует q ∈ Q: p ⊆ q.

29 / 37



Нам понадобитс󰑱 и󰑬меримое ра󰑬биение Conf(Z).

Определение
Ра󰑬биение P пространства Conf(Z)) на и󰑬меримые мно󰑨ества
на󰑬ываетс󰑱 PK−и󰑬меримым, если существует Ω0 ⊂ Conf(Z) такое, что
PK(Conf(Z) \ Ω0) = 0, и последовател󰑭ност󰑭 счётных ра󰑬биений
{Pn}n∈N така󰑱, что

1. Дл󰑱 л󰑧бого n ∈ N ра󰑬биение Pn содер󰑨ит и󰑬меримые мно󰑨ества;
2. Дл󰑱 л󰑧бого n ∈ N верно, что Pn ≼ Pn+1;

3. P ∩ Ω0 =
+∞󰁖
n=1

Pn;

4. Дл󰑱 л󰑧бого Pω ∈ P существует последовател󰑭ност󰑭 pn ∈ Pn така󰑱,

что Pω =
+∞󰁗
n=1

pn.
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В нашем случае мы определ󰑱ем Jn := (Z \ I) ∩ [−n, n],
Pn,ω := {Y ∈ Conf(Z) : Y |Jn = ω,ω ∈ Conf(Jn)} и
Pn = {Pω,n}ω∈Conf(Jn).
Непосредственно провер󰑱етс󰑱, что справедливо

Предло󰑨ение
Ра󰑬биение P = {Pω}ω∈Conf(Z\I) и󰑬меримо.
Наличие и󰑬меримого ра󰑬биени󰑱 пространства согласно [5] обеспечивает
существование канонической системы мер.

Определение
Рассмотрим (Conf(Z), F̂(Conf(Z)),PK) – веро󰑱тностное пространство?
P – его и󰑬меримое ра󰑬биение. Семейство веро󰑱тностных мер
{K,ω : Pω ∈ P на Conf(Z) на󰑬ываетс󰑱 де󰑬интеграцией меры PK

относител󰑭но ра󰑬биени󰑱 P , если
1. PK,ω(Pω) = 1 дл󰑱 P̂K-почти всех Pω ∈ P .
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2. Дл󰑱 л󰑧бого E ∈ F(Conf(Z)) отобра󰑨ение Pω 󰀁→ PK,ω(E)

F̂(Conf(Z))−и󰑬меримо.
3. Дл󰑱 л󰑧бого E ∈ F(Conf(Z)) верно, что PK(E) =

󰁕

P

PK,ωdP̂K(E).

Дал󰑭нейшее рассмотрение пока󰑬ывает, что искома󰑱 мера P(K; I)
реали󰑬уетс󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом:

P(K; I)(E) = lim
n→+∞

PK(E ∩ Pn(X))

PK(Pn(X))
∀E ∈ F(Conf(Z)), (3.1)

где предел в правой части сходитс󰑱 на мно󰑨естве полной меры, а
Pn(X) = Pn,X|Jn = {Z ∈ Conf(Z) : Z|Jn = X|Jn}.
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󰑪аметим следу󰑧щее ва󰑨но обсто󰑱тел󰑭ство. Рассмотрим S(I) – группа
конечных перестановок I (s(x) = x ∀s ∈ S(I) и ∀x ∈ Z \ I). Тогда дл󰑱
л󰑧бого Y ∈ Conf(Z) верно, что πZ\I(s(Y ) = πZ\I(Y ), то ест󰑭 группа
S(I) действует внутри ка󰑨дого сло󰑱, сохран󰑱󰑱 его. 󰑪начит, такие
перестановки сохран󰑱󰑧т фактор-меру P̂K и ка󰑨дый элемент
и󰑬меримого ра󰑬биени󰑱.
Ввиду этого нам поле󰑬на следу󰑧ща󰑱

Теорема
X – пространство Лебега с мерой M , ξ – и󰑬меримое ра󰑬биение
пространства Лебега X, G – счетна󰑱 группа, сохран󰑱󰑧ща󰑱 ка󰑨дый
элемент ра󰑬биени󰑱.
Тогда:
1. M – G−ква󰑬иинвариантна ⇐⇒ л󰑧ба󰑱 условна󰑱 мера M 󰑱вл󰑱етс󰑱
G−ква󰑬иинвариантна.
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2. Дл󰑱 л󰑧бого g ∈ G прои󰑬водные Радона-Никодима условной меры M
и самой меры M совпада󰑧т M̂−почти вс󰑧ду.
Эта теорема даёт нам S|I = S(I)−ква󰑬иинвариантност󰑭 как
допредел󰑭ных, так и предел󰑭ной мер, а так󰑨е то󰑨дественно равенство
их про󰑬водных Радона-Никодима P̂K−почти вс󰑧ду. 󰑪начит, в силу
определени󰑱 1.8 состо󰑱ни󰑱 на соответству󰑧щих подалгебрах A0

корректно определены.
Сходимост󰑭 󰑱дер таких условных мер была подробно и󰑬учена в работе
[2][Lemma 1.11, Lemma 1.14, Proposition 5.1] – соответству󰑧щие 󰑱дра
сход󰑱тс󰑱 друг к другу поточечно PK−почти вс󰑧ду. Отс󰑧да мы
получаем сходимост󰑭 ква󰑬исвободных состо󰑱ний допредел󰑭ных мер к
ква󰑬исвободному состо󰑱ни󰑧 предел󰑭ной PK−почти вс󰑧ду.
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Всё это по󰑬вол󰑱ет сформулировст󰑭 следу󰑧щу󰑧

Теорема
При нало󰑨енных выше услови󰑱х

1. Допредел󰑭ные меры 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 совершенными.
2. Предел󰑭на󰑱 мера 󰑱вл󰑱етс󰑱 совершенной.
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