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Проблема моментов

В работе рассматривается классическая проблема моментов Гамбургера.
Пусть задана последовательность вещественных чисел {mn}

∞
n=1. Требуется опре-

делить необходимые и достаточные условия, при которых существует такая
случайная величина X c функцией распределения F(x) = P(X ≤ x), что дан-
ная последовательность {mn}

∞
n=1 является последовательностью ее моментов,

то есть

mn = EX n
=

+∞

∫
−∞

xndF (x), E⋃︀X n
⋃︀ < ∞, n = 1,2, . . .

А также условия, при которых эта величина будет определена однозначно.
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Проблема моментов

Кроме того, мы рассмотрим также проблему моментов Стилтьеса, когда
последовательность {m̃n}

∞
n=1 состоит уже из неотрицательных чисел и необхо-

димо найти условия для существования и уникальности такой неотрицатель-
ной случайной величины X̃ с функцией распределения F̃ (x) = P(X̃ ≤ x), что

m̃n = EX̃ n
=

+∞

∫

0

xndF̃ (x), E⋃︀X̃ n
⋃︀ < ∞, n = 1,2, . . .

Яковенко Максим 17 ноября 2025г. 4 / 32



M-определенность

Определение
В случае однозначного определения распределения по последовательности
моментов принято говорить, что проблема моментов имеет единственное
решение, случайная величина X и распределение F называются
M-определенными (M-determinate).

Если же существует более одного распределения с указанной
последовательностью моментов, то в таком случае говорят, что проблема
моментов не имеет единственного решения, а все распределения с указанной
последовательностью моментов называются M-неопределенными
(M-indeterminate).
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Теорема Карлемана

Основные результаты работы опираются на теорему Карлемана:

Теорема 1 (Carleman)
a) Пусть {mn}

∞
n=1 – моменты некоторого распределения вероятностей, причем

∞

∑
n=1

1
(m2n)

1⇑2n = ∞.

Тогда они определяют распределение вероятностей однозначно.
b) Если {m̃n}

∞
n=1 – моменты распределения, сосредоточенного на (︀0,∞), то

для однозначности достаточно потребовать, чтобы

∞

∑
n=1

1
(m̃n)

1⇑2n = ∞.
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Достаточное условие Крейна

Приведем формулировку одной из ключевых теорем, связанных с M-опреде-
ленностью и M-неопределенностью.

Теорема 2 (Достаточное условие Крейна)
(a) Предположим, что F – абсолютно непрерывная функция распределения с
плотностью f (x) > 0, x ∈ R. Пусть также F имеет конечные моменты всех
порядков и выполнено следующее условие:

+∞

∫
−∞

− ln f (x)

1 + x2 dx < ∞.

Тогда распределение F не определяется однозначно последовательностью

своих моментов {mn =
+∞

∫
−∞

xndF (x)(︀, то есть существует другое распределение

G , отличное от F , имеющее такую же последовательность моментов.
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Достаточное условие Крейна

Продолжение теоремы
(b) Предположим, что F (x), x ∈ R+, – абсолютно непрерывная функция
распределения на полуоси (︀0,+∞), то есть F (0) = 0, а ее плотность f (x) > 0,
x ∈ R+. Пусть F имеет моменты всех порядков и пусть для некоторого a ≥ 0
выполнено следующее условие:

+∞

∫
a

− ln f (x)

1 + x2 dx < ∞.

Тогда распределение F не определяется однозначно последовательностью

своих моментов {mn =
+∞

∫
−∞

xndF (x)(︀.
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Постановка задачи

Пусть заданы две случайные величины: X с функцией распределения F , при-
нимающей значения в R, и Y с функцией распределения G , принимающей
значения в R+. Предполагается также, что они абсолютно непрерывны с плот-
ностями f = F ′ и g = G ′ и все моменты конечны.
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Основные результаты

Yixi Wei и Rui Zhang в своей работе предложили критерий M-определенности
для абсолютно непрерывной величины в случае ее распределения как на всей
вещественной оси, так и на положительной полуоси.

Теорема 3 (Yixi Wei, Rui Zhang)
Пусть заданы a > 0, 𝛼 ∈ (︀0,1⌋︀ и случайная величина X с функцией
распределения F , F ′ = f , и все ее моменты конечны. Предположим, что
плотность f непрерывна и строго положительна вне интервала
(−x1, x1), x1 > 1, так, что

lim sup
x→∞

f (x + a ⋅ sgn(x)(ln ⋃︀x ⋃︀)𝛼)

f (x)
< 1.

Тогда величина X удовлетворяет условию Карлемана, а значит, является
M-определенной.
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Основные результаты

Теорема 4 (Yixi Wei, Rui Zhang)
Пусть заданы a > 0, 𝛼 ∈ (︀0,1⌋︀ и случайная величина Y с функцией
распределения G , G ′ = g , и все ее моменты конечны. Предположим, что
плотность g непрерывна и строго положительна на интервале (x1, ∞), x1 > 1,
так, что

lim sup
x→∞

g(x + a(ln x)𝛼)

g(x)
< 1.

Тогда величина Y удовлетворяет условию Карлемана, а значит, является
M-определенной.
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Основные результаты

Мы обобщаем эти результаты и формулируем в виде следующей теоремы.

Теорема 5
Пусть заданы a > 0, 𝛽 ∈ (︀0,1⌋︀ и случайная величина X с функцией
распределения F , F ′ = f , и все ее моменты конечны. Предположим, что
плотность f непрерывна и строго положительна вне интервала
(−x1, x1), x1 > e, так, что

lim sup
x→∞

f (x + a ⋅ sgn(x) ln ⋃︀x ⋃︀(ln ln ⋃︀x ⋃︀)𝛽)

f (x)
< 1.

Тогда величина X удовлетворяет условию Карлемана, а значит, является
M-определенной.

Замечание
Поскольку теорема 5 усиливает результаты из работы Yixi Wei и Rui Zhang,
то обобщенный критерий можно сформулировать в виде теоремы 6.
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Теорема 6
Пусть заданы a > 0, 𝛼 ∈ (︀0,1⌋︀, 𝛽 ∈ (︀0,1⌋︀ и случайная величина X с функцией
распределения F , F ′ = f , и все ее моменты конечны. Предположим, что
плотность f непрерывна и строго положительна вне интервала
(−x1, x1), x1 > e, так, что

lim sup
x→∞

f (x + a ⋅ sgn(x)(ln ⋃︀x ⋃︀)𝛼(ln ln ⋃︀x ⋃︀)𝛽)

f (x)
< 1.

Тогда величина X удовлетворяет условию Карлемана, а значит, является
M-определенной.

Гипотеза. Теорема 6 будет справедлива и в том случае, когда в числителе
находится

f
⎛

⎝
x + a ⋅ sgn(x)(ln ⋃︀x ⋃︀)𝛼1⋯(ln . . . ln

)︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂]︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂)︂
k раз

⋃︀x ⋃︀)𝛼k
⎞

⎠
,

где k – произвольное натуральное число, a > 0, 𝛼i ∈ (︀0,1⌋︀ ∀ i = 1, k, при
подходящем x1.
Однако в силу непростого доказательства уже при k = 2 мы не беремся за
проверку данного утверждения для k > 2.
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Контрпример между теоремами 3 и 5

Утверждение 1

Для плотности f (x) = c ⋅ exp{−k(x)} , где k(x) =
⋃︀x ⋃︀

⋃︀ ln ⋃︀x ⋃︀⋃︀ ⋅ ⋃︀ ln ⋃︀ ln ⋃︀x ⋃︀⋃︀⋃︀
, x ∈ R,

f (±1) = f (±e) = f (±e−1) = 0, f (0) = c , c > 0 – нормирующая константа,

теорема 3 не может выявить M-определенность, а теорема 5 при этом верна.

Рис.: График плотности f(x)
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Контрпример для случая 𝛽 > 1

Утверждение 2

Для плотности f (x) = c ⋅exp{−k(x)} , где k(x) =
⋃︀x ⋃︀

⋃︀ ln ⋃︀x ⋃︀⋃︀ ⋅ ⋃︀ ln ⋃︀ ln ⋃︀x ⋃︀⋃︀⋃︀b
, x ∈ R,

f (±1) = f (±e) = f (±e−1) = 1, f (0) = c , c > 0 – нормирующая константа,

выполняется условие Крейна. То есть величина не является M-определенной
и использование теоремы 5 при 𝛽 = b > 1, a = 1 недопустимо.
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Приложение 1 (Контрпример для случая 𝛼 > 1)

Известно, что при 𝛼 > 1 теорема 3 уже неверна. В работе Yixi Wei, Rui Zhang
для этого была взята случайная величина X с симметричной плотностью

f (x) = c ⋅ exp{−k(x)} , k(x) =
⋃︀x ⋃︀

⋃︀ ln ⋃︀x ⋃︀⋃︀b
, x ∈ R, f (0) = 1,

c > 0 – нормирующая константа. В случае 𝛼 = b > 1 отношение плотностей
дает f (x + a(ln x)b)⇑f (x) → 1⇑e, x →∞, но X не является M-определенной.
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Приложение 1 (Контрпример для случая 𝛽 > 1)

Проанализируем случай 𝛽 > 1. Рассмотрим следующую функцию плотности
случайной величины X

f (x) = c ⋅ exp{−k(x)} , k(x) =
⋃︀x ⋃︀

⋃︀ ln ⋃︀x ⋃︀⋃︀ ⋅ ⋃︀ ln ⋃︀ ln ⋃︀x ⋃︀⋃︀⋃︀b
, x ∈ R,

f (0) = c, f (±1) = f (±e) = f (±e−1) = 1, c > 0 – нормирующая константа.

Кроме того, 𝛽 = b > 1, a = 1. В таком случае, начиная с x = ee , выполняется

f (x + ln x(ln ln x)b)

f (x)
= exp{− ln x(ln ln x)bk ′(𝜉)} (𝜉 ∈ (x , x + ln x(ln ln x)b)) ,

k ′(x) =
1

ln x(ln ln x)b
(1 −

1
ln x
−

b

ln x ln ln x
) ,
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Приложение 1

f (x + ln x(ln ln x)b)

f (x)
≤ exp

)︀⌉︀⌉︀
⌋︀
⌉︀⌉︀]︀

−
ln x

ln (x + ln x(ln ln x)b))
⋅(

ln ln x

ln ln (x + ln x(ln ln x)b))
)

b

×

×(1 − (ln 𝜉)−1 − b(ln 𝜉 ln ln 𝜉)−1)
[︀⌉︀⌉︀
⌈︀
⌉︀⌉︀⌊︀

x→∞
ÐÐÐ→ exp{−1} < 1.

Согласно условию Крейна, для отсутствия M-определенности случайной вели-
чины X с плотностью f (x) и конечными моментами достаточно потребовать

K(f ) =

∞

∫
−∞

− ln f (x)

1 + x2 dx < ∞.

В работе доказывается, что для введенной ранее величины X с плотностью
f (x) условие Крейна выполняется. То есть величина не является M-определен-
ной и использование теоремы 5 при 𝛽 > 1 недопустимо.
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Приложение 2 (Контрпример между теоремами 3 и 5)

Представим пример, для которого теорема 3 не может выявить
M-определенность, а теорема 5 при этом верна. Рассмотрим аналог функции
плотности из предыдущего примера

f (x) = c ⋅ exp{−k(x)} , k(x) =
⋃︀x ⋃︀

⋃︀ ln ⋃︀x ⋃︀⋃︀ ⋅ ⋃︀ ln ⋃︀ ln ⋃︀x ⋃︀⋃︀⋃︀
, x ∈ R,

f (0) = c, f (±1) = f (±e) = f (±e−1) = 0, c > 0 – нормирующая константа.
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Приложение 2

Сначала рассмотрим при x > ee , x → +∞ (для отрицательных x аналогично)
логарифм дроби из теоремы 3 (a > 0, 𝛼 ∈ (︀0,1⌋︀):

ln
f (x + a ⋅ sgn(x)(ln ⋃︀x ⋃︀)𝛼)

f (x)
=

= −
x + a(ln x)𝛼

ln (x + a(ln x)𝛼) ⋅ ln ln (x + a(ln x)𝛼)
+

x

ln x ⋅ ln ln x
=

= −
x + a(ln x)𝛼

(ln x + ln (1 + a (ln x)
𝛼

x
)) ⋅ ln (ln x + ln (1 + a (ln x)

𝛼

x
))
+

x

ln x ⋅ ln ln x
=
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Приложение 2

= −
x + a(ln x)𝛼

ln x ln ln x [︀1 + a (ln x)
𝛼−1

x
+ o ( (ln x)

𝛼−1
x

)⌉︀ ⋅ [︀1 + a (ln x)
𝛼−1

x ln ln x
+ o ( (ln x)

𝛼−1
x ln ln x

)⌉︀
+

+
x

ln x ⋅ ln ln x
=

⎨
⎝
⎝
⎝
⎝
⎪

− (1 + a
(ln x)𝛼

x
)(1 − a

(ln x)𝛼−1

x
+ o (

(ln x)𝛼−1

x
))×

×(1 − a
(ln x)𝛼−1

x ln ln x
+ o (

(ln x)𝛼−1

x ln ln x
)) + 1

⎬
⎠
⎠
⎠
⎠
⎮

⋅
x

ln x ⋅ ln ln x
=

= ⌊︀−a
(ln x)𝛼−1

ln ln x
+ o (

(ln x)𝛼−1

ln ln x
)}︀ → 0, x →∞.

Значит, теорема 3 ничего не может сказать о случайной величине, поскольку

lim sup
x→∞

f (x + a ⋅ sgn(x)(ln ⋃︀x ⋃︀)𝛼)

f (x)
= 1.
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Приложение 2

Теперь при x > ee , x → +∞ (для отрицательных x аналогично) изучим лога-
рифм дроби из теоремы 5 (a > 0, 𝛽 ∈ (︀0,1⌋︀):

ln
f (x + a ⋅ sgn(x) ln ⋃︀x ⋃︀(ln ln ⋃︀x ⋃︀)𝛽)

f (x)
=

= −
x + a(ln x)(ln ln x)𝛽

ln (x + a(ln x)(ln ln x)𝛽) ⋅ ln ln (x + a(ln x)(ln ln x)𝛽)
+

x

ln x ⋅ ln ln x
=

= −
x + a(ln x)(ln ln x)𝛽

(ln x + ln (1 + a (ln x)(ln ln x)
𝛽

x
)) ⋅ ln (ln x + ln (1 + a (ln x)(ln ln x)

𝛽

x
))
+

+
x

ln x ⋅ ln ln x
=

x

ln x ⋅ ln ln x
−

−
x + a(ln x)(ln ln x)𝛽

ln x ln ln x [︀1 + a (ln ln x)
𝛽

x
+ o ( (ln ln x)

𝛽

x
)⌉︀ ⋅ [︀1 + a (ln ln x)

𝛽−1
x

+ o ( (ln ln x)
𝛽−1

x
)⌉︀
=
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Приложение 2

=

⎨
⎝
⎝
⎝
⎝
⎪

− (1 + a
(ln x)(ln ln x)𝛽

x
)(1 − a

(ln ln x)𝛽−1

x
+ o (

(ln ln x)𝛽−1

x
))×

×(1 − a
(ln ln x)𝛽

x
+ o (

(ln ln x)𝛽

x
)) + 1

⎬
⎠
⎠
⎠
⎠
⎮

⋅
x

ln x ⋅ ln ln x
=

= ⌊︀−
a

(ln ln x)1−𝛽
+ o (

1
(ln ln x)1−𝛽

)}︀ → −a при 𝛽 = 1, x →∞.

Таким образом, при 𝛽 = 1 и любых a (> 0) теорема 5 дает однозначный поло-
жительный ответ об M-определенности случайной величины, поскольку

lim sup
x→∞

f (x + a ⋅ sgn(x)(ln ⋃︀x ⋃︀)(ln ln ⋃︀x ⋃︀)𝛽)

f (x)
= e−a < 1.
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Приложение 3 (Вспомогательные утверждения)

При доказательстве теоремы сыграли важную роль два вспомогательных утвер-
ждения.

Будем использовать выражение f (x) ≍ g(x) для обозначения того, что две
функции f (x) и g(x) определены на одном и том же множестве и удовлетво-
ряют следующему двойному неравенству:

c−f (x) ≤ g(x) ≤ c+f (x),

где c− и c+ – положительные константы, не зависящие от x .

Утверждение 3
Пусть a > 0 и 𝛽 > 0. Если y = x + a ln x(ln ln x)𝛽 , x ∈ (x̂0,∞), то его обратная
функция x = y − 𝜙(y) удовлетворяет следующим условиям:

𝜙(y) ≍ ln y(ln ln y)𝛽 , 𝜙′(y) ≍ (ln ln y)𝛽⇑y , y ∈ (ŷ0,∞),

где x̂0 = max{exp (exp (a((︀𝛽⌋︀ + 2)!(2𝛽)(︀𝛽⌋︀+2)) , exp (exp ( 1
a1⇑𝛽 )) , e

a⋅((︀𝛽⌋︀+2)!, ee},
ŷ0 = x̂0 + a ln x̂0(ln ln x̂0)

𝛽 .
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Приложение 3

Утверждение 4
Пусть заданы две константы 0 < 𝜀 < 1 и y0 > e. Если вероятностная плотность
f (x) имеет конечные моменты, то для n ∈ N и n > 4⇑𝜀2 верно

n∫
∞

y0
yn−1 ln y ln ln yf (y)dy ≤ 4 ⋅ n lnn ln lnn∫

∞

y0
yn−1f (y)dy+

+𝜀∫
∞

y0
ynf (y)dy .
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Приложение 3 (Схема доказательства теоремы)

Приведем схематичное доказательство основного результата – теоремы 5.

Теорема 5
Пусть заданы a > 0, 𝛽 ∈ (︀0,1⌋︀ и случайная величина X с функцией
распределения F , F ′ = f , и все ее моменты конечны. Предположим, что
плотность f непрерывна и строго положительна вне интервала
(−x1, x1), x1 > e, так, что

lim sup
x→∞

f (x + a ⋅ sgn(x) ln ⋃︀x ⋃︀(ln ln ⋃︀x ⋃︀)𝛽)

f (x)
< 1.

Тогда величина X удовлетворяет условию Карлемана, а значит, является
M-определенной.
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Приложение 3

Обозначим mk = E⋃︀X ⋃︀k для удобства. Без ограничения общности предполагаем,
что ∫

0
−x ⋃︀t ⋃︀

nf (t)dt ≤ ∫
x

0 ⋃︀t ⋃︀nf (t)dt для всех x ∈ R и n ∈ N. Из условий теоремы
следует существование таких x0(> max{x̂0, x1}) и 𝛾(< 1), что

f (x + a ln x(ln ln x)𝛽)

f (x)
< 𝛾, x ≥ x0,

что влечет f (x) − f (x + a ln x(ln ln x)𝛽) > (1 − 𝛾)f (x) для x ∈ (x0,∞). Наша
основная цель – подтвердить справедливость оценок

mn ≤ c(n lnn ln lnn)mn−1 + b
n, n = 3,4, . . . ,

где c и b – положительные константы.
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Приложение 3

При помощи утверждений 3 и 4 доказывается, что изначально желаемые оцен-
ки выполняются с

ĉ =
8c+
𝛾0

, b̂ = max{1, (2 − 𝛾)⇑𝛾0}y0, для n > 4⇑𝜀2,

где c+ из утверждения 3, 𝜀 из утверждения 4, а (1 − 𝛾)⇑2 − 2c+𝜀 =∶ 𝛾0 > 0.

Однако видно, что существуют такие положительные константы c и b, что
неравенства справедливы и для n = 3,4, . . .

Яковенко Максим 17 ноября 2025г. 30 / 32



Приложение 3

Обозначим (n lnn ln lnn)! = (n lnn ln lnn)⋯(3 ln3 ln ln3). Тогда для определен-
ных выше c и b заключаем

mn ≤ c(n lnn ln lnn) (c(n − 1) ln(n − 1) ln ln(n − 1)mn−2 + b
n−1) + bn =

= c2
(n lnn ln lnn) ((n − 1) ln(n − 1) ln ln(n − 1))mn−2+

+ c(n lnn ln lnn)bn−1 + bn ≤

⋮ ⋮ ⋮

≤ cn−2(n lnn ln lnn)!(m2 +
c−1b3

(3 ln3 ln ln3)!
+

c−2b4

(4 ln4 ln ln4)!
+ ⋅ ⋅ ⋅ +

+
c−(n−2)bn

(n lnn ln lnn)!
) ≤

≤ dcn(n lnn ln lnn)!,

где d = m2⇑c
2 +

∞

∑
k=3

(bkc−k⇑(k ln k ln ln k)!) < ∞, так как ряд сходится.

Яковенко Максим 17 ноября 2025г. 31 / 32



Приложение 3

Заметим, что

n
⌋︂
mn ≤ c

n
⌋︂
d n
⌈︂
(n lnn ln lnn)! ≤ c

n
⌋︂
d(n lnn ln lnn).

Это влечет
∞

∑
n=1

1
2n
⌋︂
m2n
≥

1
c

∞

∑
n=2

1
2n ln(2n) ln ln(2n)

= ∞,

что в точности соответствует условию Карлемана в случае Гамбургера (теоре-
ма 1), следовательно, величина X является M-определенной.
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