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Определение процесса Юла.

Определение

Процесс Юла (Феллер (1952) [10])
Рассм. совокупность элементов, которые могут порождать новые эле-
менты, но не могут исчезать. Пусть за короткий промежуток време-
ни h каждый элемент с вероятностью λh + o(h) производит новый
элемент; постоянная λ определяет скорость разрастания совокупно-
сти. Если не имеется никакого взаимодействия между элементами и
в момент t объем совокупности равен n, то вероятность увеличения
объема за время (t, t + h) равна nλh + o(h). Вероятность Pn(t) того,
что объем совокупности равен ровно n, удовлетворяет уравнению

P ′
n(t) = −nλPn(t) + (n − 1)λPn−1(t) (n > 1)

Если i - объем совокупности в момент t = 0, то

Pn(t) =

(
n − 1

n − i

)
e−iλt

(
1− e−it

)n−t

при n ⩾ i , в то время как, конечно, Pn(t) = 0 при n < i .
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Описание модели.

Модель
Рассмотрим популяцию частиц двух типов: новых и клонов. Начиная
с одной новой частицы в момент времени t = 0, полагаем, что каж-
дая частица производит потомство на протяжении своей бесконечной
жизни. Клоны - это частицы, идентичные родителю. Новые - это ча-
стицы, отличные от всех предыдущих частиц в популяции.

Применение в генетике
Процесс Юла моделирует появление и фиксацию нейтральных му-
таций. Он является основным инструментом для анализа геномных
данных и реконструкции демографической истории.
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Описание модели.

Параметр модели
В данной модели фиксируется один параметр 0 ≤ α ≤ 1 - интенсив-
ность пуассоновского процесса.

Эволюции частиц
За малый промежуток времени h возможны следующие эволюции ча-
стицы, являющиеся пуассоновскими процессами:
• Если частица является новой, то она может произвести новую ча-
стицу с вероятностью αh + o(h).
• Если частица является новой, то она может произвести своего кло-
на с вероятностью (1− α)h + o(h).
• Если частица является клоном, то она может произвести только
клона с вероятностью h + o(h).
• Наконец за малое h частица может никого не произвести.
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Объекты исследования

Процессы Юла
Объектами исследования являются два процесса Юла:
• Nt := число всех особей в момент времени t.
• N∗

t := число новых особей (особей различных цветов) в момент
времени t.
Отметим, чтоN∗

0 = N0 = 1, и 1 ≤ N∗
t ≤ Nt для всех t ≥ 0.

Параметры процессов Юла

• Процесс (N∗
t , t ≥ 0) - это процесс Юла с параметром α. Если на

момент времени t N∗
t = i , то параметр перехода к состоянию N∗

t = i+1
равен iα, так как новые порождаются только новыми с параметром
α.
• Процесс (Nt , t ≥ 0) - это процесс Юла с параметром 1. Если на
момент времени t Nt = i , а N∗

t = j , то число клонов равно i − j .
Тогда параметр перехода из Nt = i в Nt = i + 1 равен i , так как
αj + (1− α)j + 1(i − j) = αj + j − αj + i − j = j + i − j = i .
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Предельная теорема для числа различно
окрашенных особей в популяции

Теорема
Пусть 0 < α < 1.
Тогда

N∗
t

Nα
t

→ ζ п.н.,

где ζ - положительная случайная величина с распределением
Миттаг-Леффлера с параметром α.
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Доказательство

Шаг 1. Связь процессов N∗
t и Nt с числом занятых

столиков Kn из процесса китайского ресторана

Предположим, что каждая новая частица окрашивается в цвет,
отличный от всех имеющихся цветов в популяции, а каждый
клон окрашивается в тот же цвет, что и его родитель. Тогда
число новых особей N∗

t к моменту времени t является
количеством различных цветов к моменту t.
Тогда скажем, что:
• Число N∗

t цветов = число m занятых столиков;
• Число всех особей Nt = число всех вошедших посетителей n;
• Число qi особей одного i-го цвета = число qi посетителей за
i-м столиком.
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Доказательство

Тогда на каждом следующем малом промежутке времени h
рождается Nt + 1-я частица:
• Новая (т.е. нового цвета, тогда цветов станет N∗

t + 1, или,
что то же самое, - n+1-й посетитель сел за незанятый столик).
• или клон (т.е. цвета родителя, тогда число цветов не
изменилось, или, что то же самое, - n + 1-й посетитель сел за
уже занятый столик).

Для любого момента времени t, такого что Nt = n, число
новых особей N∗

t совпадает по распределению с числом Kn:

N∗
t

d
= Kn при условии Nt = n.
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Шаг 2. Введение случайной последовательности
моментов времени

Определим моменты времени τn как моменты, когда общее
число особей достигает n:

τn = inf{t > 0 : Nt = n}.

Тогда:
Nτn = n, N∗

τn = Kn.

Поэтому для τn процесс N∗
t и Kn - это одно и то же. Поэтому

для τn для N∗
t выполняется то же, что и для Kn.
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Шаг 3. Предельная теорема о сходимости почти
наверное для Kn

Теорема Питмана (2006, [5])

Пусть 0 < α < 1 и θ > −α.
Предположим, что выполнены следующие условия на моменты:
•[Kn] < ∞ для всех n ≥ 1
•[K2

n] < ∞ для всех n ≥ 1
• Существуют константы C1,C2 > 0 такие, что для всех n ≥ 1:
E[Kn] ≤ C1n

α

E [K 2
n ] ≤ C2n

2α

Тогда

lim
n→∞

Kn

nα
= ζ п.н.,

где ζ - это строго положительная случайная величина с непрерывной
плотностью Γ(θ+1)

Γ(θ/α+1)x
θ/αgα(x), x > 0 и gα(x) =

1
πα

∑∞
k=0

(−1)k+1

k! Γ(αk+

1)sin(παk)xk−1, x > 0 - это плотность Миттаг-Леффлера.
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В нашей модели θ = 0, но идею доказательства для теоремы для Kn

мы приведем для общего двухпараметрического случая.
Док-во теоремы Питмана (B. Bercu, S. Favaro (2024) [11]).
Везде далее мы считаем, что 0 < α < 1, θ > −α.
Шаг 3.1: Построение мартингала
Из модели китайского ресторана имеем:

Kn+1 = Kn + ξn+1

где ξn+1 | Fn ∼ Бернулли(pn) с параметром

pn =
αKn + θ

n + θ
, Fn = σ(K1, . . . ,Kn)

Тогда

E [Kn+1 | Fn] = Kn + pn =

(
1 +

α

n + θ

)
Kn +

θ

n + θ

Обозначим βn = 1 + α
n+θ , тогда

E

[
Kn+1 +

θ

α
| Fn

]
= βn

(
Kn +

θ

α

)
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Введём последовательность:

bn =
n−1∏
k=1

β−1
k =

n−1∏
k=1

(
k + θ

k + α+ θ

)
и определим мартингал:

Mn = bn

(
Kn +

θ

α

)
Проверим мартингальное свойство:

E [Mn+1 | Fn] = bn+1E

[
Kn+1 +

θ

α
| Fn

]
= bn+1βn

(
Kn +

θ

α

)
= bn

(
Kn +

θ

α

)
= Mn
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Шаг 3.2: Вычисление квадратичной вариации
Имеем:

Mn+1 −Mn = bn+1(ξn+1 − E [ξn+1 | Fn])

Следовательно:

E [(Mn+1 −Mn)
2 | Fn] = b2n+1 · pn(1− pn),

где

pn(1− pn) =
(αKn + θ)(n − αKn)

(n + θ)2

Квадратичная вариация:

⟨M⟩n =
n−1∑
k=0

[(Mk+1 −Mk)
2 | Fk ] =

=

(
α+ θ

α

)2

+
n−1∑
k=1

b2k+1 ·
(αKk + θ)(k − αKk)

(k + θ)2
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Шаг 3.3: Ограниченность квадратичной вариации
Возьмём математическое ожидание:

E [⟨M⟩n] =
(
α+ θ

α

)2

+
n−1∑
k=1

b2k+1 · E
[
(αKk + θ)(k − αKk)

(k + θ)2

]

≤
(
α+ θ

α

)2

+
n−1∑
k=1

b2k+1 ·
αkE [Kk ] + θk

(k + θ)2

Используя условие E [Kk ] ≤ C1k
α и асимптотику bk ∼ C · k−α,

получаем:

b2k ·
E [Kk ]

k
∼ C 2k−2α · C1k

α−1 = O(k−1−α)

Поскольку α > 0, ряд
∑

k−1−α сходится, следовательно:

sup
n≥1

E [⟨M⟩n] < ∞
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Шаг 3.4: Сходимость мартингала
Из ограниченности E [⟨M⟩n] следует ограниченность E [M2

n ],
поскольку для мартингала:

E [M2
n ] = E [⟨M⟩n] + E [M2

0 ]

По теореме сходимости мартингалов Дуба, (Mn) сходится
почти наверное и в L2 к некоторой случайной величине Mα,θ:

Mn → Mα,θ п.н.
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Шаг 3.5: Переход к сходимости Kn/n
α

Из асимптотики bn:

lim
n→∞

nαbn =
Γ(α+ θ + 1)

Γ(θ + 1)
=: Cb > 0

Поскольку Mn = bn(Kn +
θ
α ), имеем: Kn = Mn

bn
− θ

α , Kn

nα = Mn

bnnα
− θ

αnα

Правая часть сходится почти наверное:

Mn

bnnα
→ Mα,θ

Cb
,

θ

αnα
→ 0

Определяя ζ =
Mα,θ

Cb
, получаем:

Kn

nα
→ ζ п.н.
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Шаг 4. Возврат от τn к t

Из предыдущего шага:

Kn

nα
n→∞−−−→
п.н.

ζ.

Или, что то же самое N∗
τn

Nα
τn

n→∞−−−→
п.н.

ζ. Но при n → ∞

τn+1 − τn ∼ 1
n → 0. Поэтому предел N∗

t
Nα

t
сходится к случайной

величине ζ, имеющей распределение Миттаг-Леффлера с
параметром α.
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