
Äåòåðìèíàíòíûå ïðîöåññû è èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèé
ïî çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ ñëó÷àéíîé êîíôèãóðàöèè

Àëåêñåé Êëèìåíêî

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ

ÍÈÓ ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿

ïî ñîâìåñòíîé ðàáîòå

ñ À.À. Áîðè÷åâûì, À.È. Áóôåòîâûì è Æ. Ëèíîì

9-ÿ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêàÿ ìîëîä¼æíàÿ êîíôåðåíöèÿ

ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå

19 íîÿáðÿ 2025 ã.

À.Â. Êëèìåíêî (ÌÈÀÍ, ÍÈÓ ÂØÝ) Äåò. ïðîöåññû è èíòåðïîëÿöèÿ 1 / 16



Äåòåðìèíàíòíûå òî÷å÷íûå ïðîöåññû: îïðåäåëåíèå 1

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî E : ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ áîðåëåâñêîé
ìåðîé (reference measure) µ.

Ïðîñòðàíñòâî êîíôèãóðàöèé Conf(E ): ñåìåéñòâî âñåõ äèñêðåòíûõ
(ìóëüòè)ïîäìíîæåñòâ E .

Áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà íà Conf(E ) îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè #B ,

#B(X ) = |X ∩ B| äëÿ âñåõ ïðåäêîìïàêòíûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ

B ⊂ E .

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P íà Conf(E ) îïðåäåëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííûìè
ôóíêöèÿìè: äëÿ ìàëûõ îêðåñòíîñòåé U1, . . . ,Uk òî÷åê

x1, . . . , xk ∈ E , xi ̸= xj èìååì

P(#U1 ≥ 1, . . . ,#Uk
≥ 1)

µ(U1) . . . µ(Uk)
→ ρk(x1, . . . , xk)

ïðè diamUj → 0.
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Äåòåðìèíàíòíûå òî÷å÷íûå ïðîöåññû: îïðåäåëåíèå 2

Îïåðàòîð K : L2(E , µ) → L2(E , µ):

(Kf )(x) =

∫
E
K (x , y)f (y) dµ(y).

Îïðåäåëåíèå

Ïðîöåññ P (ìåðà íà Conf(E )) íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíàíòíûì ñ ÿäðîì K ,

åñëè

ρk(x1, . . . , xk) = detK (xi , xj)i ,j=1,...,k .

Òåîðåìà (O. Macch��, À.Á. Ñîøíèêîâ)

Ïóñòü K � ýðìèòîâî íåîòðèöàòåëüíîå ñæàòèå ëîêàëüíî ñëåäîâîãî

êëàññà. Òîãäà ñóùåñòâóåò äåòåðìèíàòíûé ïðîöåññ ñ ÿäðîì K .
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Ñèíóñ-ïðîöåññ

E = (R,Leb).

K (x , y) =
sinπ(x − y)

π(x − y)
.

K � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâî Ïýëè�Âèíåðà:

PW = PWπ = {f ∈ L2(R) : supp f̂ ⊂ [−π, π]}.
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Ñëó÷àéíûå ýðìèòîâû ìàòðèöû

H = (hjk), hjk = hkj ,

hjk = (ξjk + iηjk)/
√
2, 1 ≤ j < k ≤ N,

hjj = ξjj , 1 ≤ j ≤ N,

âñå ξjk , ηjk íåçàâèñèìû è N (0, 1).

Ýêâèâàëåíòíî: dP = Z−1 · exp(− trH2/2)
∏N

j ,k=1 dhjk

X = specH ∈ Conf(R).
Áîëüøèíñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîðÿäêà O(

√
N).

Òåîðåìà (Dyson)

Ñëó÷àéíàÿ ìåðà
1

N

∑
x∈X

δx/
√
N

ñõîäèòñÿ ê ïîëóêðóãîâîìó çàêîíó Âèãíåðà:

ρ(x) = c ·
√
1− x2.
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Ìàñøòàáèðîâàíèå ñïåêòðà

X = {xj} = specH.
{xj/

√
N} ëåæàò â îñíîâíîì íà [−1, 1].

Çàôèêñèðóåì a ∈ (−1, 1) è ðàññìîòðèì xj/
√
N = a+ ca · yj/N.

x = a 7→ y = 0, ðàññòîÿíèå ìåæäó yj ïîðÿäêà 1.

Òåîðåìà

Y = {yj} ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñèíóñ-ïðîöåññó: äëÿ ëþáûõ

îãðàíè÷åííûõ èíòåðâàëîâ I1, . . . , Ik

P{#I1(Y ) = s1, . . . ,#Ik (Y ) = sk} → PSine{#I1(Z ) = s1, . . . ,#Ik (Z ) = sk}

ïðè N → ∞.
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Ñâîéñòâà äåòåðìèíàíòíûõ ïðîöåññîâ

×àñòèöû îòòàëêèâàþò äðóã äðóãà: detK (xi , xj)i ,j=1,...,n → 0, åñëè

xs → xr .

×àñòèöû ðàñïðåäåëåíû âåñüìà ðåãóëÿðíî:

Òåîðåìà

Äëÿ ñèíóñ-ïðîöåññà äëÿ ïî÷òè âñåõ êîíôèãóðàöèé X âåðíî, ÷òî ðÿä∑
x∈X

1
x ñõîäèòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.

À.Â. Êëèìåíêî (ÌÈÀÍ, ÍÈÓ ÂØÝ) Äåò. ïðîöåññû è èíòåðïîëÿöèÿ 7 / 16



Ñâîéñòâà äåòåðìèíàíòíûõ ïðîöåññîâ

×àñòèöû îòòàëêèâàþò äðóã äðóãà: detK (xi , xj)i ,j=1,...,n → 0, åñëè

xs → xr .

×àñòèöû ðàñïðåäåëåíû âåñüìà ðåãóëÿðíî:

Òåîðåìà

Äëÿ ñèíóñ-ïðîöåññà äëÿ ïî÷òè âñåõ êîíôèãóðàöèé X âåðíî, ÷òî ðÿä∑
x∈X

1
x ñõîäèòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.

À.Â. Êëèìåíêî (ÌÈÀÍ, ÍÈÓ ÂØÝ) Äåò. ïðîöåññû è èíòåðïîëÿöèÿ 7 / 16



Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

Ïóñòü H� ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî,

êàæäàÿ ôóíêöèÿ h ∈ H ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D.
Ïóñòü h 7→ h(z0)� îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë: h(z0) = ⟨h, kz0⟩.
kz0(x)� âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî ïðîñòðàíñòâà H.

Ïðèìåð

Ëþáàÿ f ∈ PWa ïðîäîëæàåòñÿ äî öåëîé ôóíêöèè:

f (z) =
1

2π

∫
[−a,a]

f̂ (ζ)e izζ dζ,

ïðè÷¼ì |f (z)| = o(exp(a|z |)).

Çäåñü ⟨f , g⟩PWa = ⟨f , g⟩L2(R), kx(y) =
sinπ(x−y)
π(x−y) äëÿ a = π.
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Òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà

Òåîðåìà (Êîòåëüíèêîâ, Shannon, Whittaker, . . . )

Ïóñòü f ∈ PWa. Òîãäà f îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â

òî÷êàõ {xn = n · π
a }

n=+∞
n=−∞.

Çíà÷åíèå f (x) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç f (xn):

f (x) =
+∞∑

n=−∞
f (xn)

sin a(x − n)

a(x − n)
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Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè ïî çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ
ñëó÷àéíîé êîíôèãóðàöèè

Âîïðîñ

Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñèíóñ-ïðîöåññà.

Îïðåäåëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f ∈ PW ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà X?

Òåîðåìà (À.È. Áóôåòîâ)

Äëÿ ïî÷òè âñåõ êîíôèãóðàöèé X âåðíî ñëåäóþùåå: åñëè f ∈ PW
òàêîâà, ÷òî f |X = 0, òî f ≡ 0.

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé q ∈ X âåðíî, ÷òî åñëè f |X\q = 0, òî f ≡ 0.

Íî äëÿ ëþáûõ p, q ∈ X , p ̸= q ñóùåñòâóåò f ∈ PW, f ̸≡ 0, äëÿ êîòîðîé

f |X\{p,q} = 0.
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Îáîáùåíèå: ýêñöåññ (èçáûòîê) òî÷å÷íîãî ïðîöåññà

Äëÿ ðÿäà äðóãèõ äåòåðìèíàíòíûõ ïðîöåññîâ, îïðåäåë¼ííûõ

ïðîåêòîðàìè íà ïðîñòðàíñòâà H ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé âåðíî

ñëåäóþùåå:

Òåîðåìà

Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî d ∈ Z+ ∪ {∞} (ýêñöåññ ïðîöåññà), ÷òî:

(a) äëÿ ïî÷òè âñåõ êîíôèãóðàöèé X è ëþáûõ ðàçëè÷íûõ y1, . . . , yd ∈ X
íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ ôóíêöèé f ∈ H, äëÿ êîòîðûõ

f |X\{y1,...,yd} = 0,

(b) äëÿ ïî÷òè âñåõ êîíôèãóðàöèé X è ëþáûõ ðàçëè÷íûõ

y1, . . . , yd+1 ∈ X ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ f ∈ H, äëÿ êîòîðîé

f |X\{y1,...,yd+1} = 0.
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Ñõîäèìîñòü ðÿäà

Âîïðîñ

Êàê âîññòàíîâèòü f ïî å¼ çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ X ′ = X \ q?

Âîññòàíîâëåíèå ïîõîæå íà èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà:

îïðåäåëèì áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó: {by}y∈X ′ by ∈ H,
⟨ky , bz⟩ = bz(y) = δyz . Òîãäà ìîæíî îæèäàòü, ÷òî

f (x) =
∑
y∈X ′

f (y)by (x) =
∑
y∈X ′

⟨f , ky ⟩by (x) : (∗)

îáå ÷àñòè äàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ïðè x ∈ X ′, ïîýòîìó åñëè ðÿä

ñõîäèòñÿ â H, èç òîãî, ÷òî X ′ �ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè, áóäåò

ñëåäîâàòü (∗).
Îáîçíà÷èì H(−N) = {f ∈ H : zN f (z) ∈ H}.

Òåîðåìà (À.À. Áîðè÷åâ, À.È. Áóôåòîâ, À.Ê., Zhaofeng Lin)

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N ðÿä (∗) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ H(−N)

ñõîäèòñÿ â H ïî÷òè íàâåðíîå ïî X .
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⟨f , ky ⟩by (x) : (∗)

îáå ÷àñòè äàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ïðè x ∈ X ′, ïîýòîìó åñëè ðÿä

ñõîäèòñÿ â H, èç òîãî, ÷òî X ′ �ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè, áóäåò

ñëåäîâàòü (∗).

Îáîçíà÷èì H(−N) = {f ∈ H : zN f (z) ∈ H}.

Òåîðåìà (À.À. Áîðè÷åâ, À.È. Áóôåòîâ, À.Ê., Zhaofeng Lin)

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N ðÿä (∗) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ H(−N)

ñõîäèòñÿ â H ïî÷òè íàâåðíîå ïî X .
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Ñõîäèìîñòü ðÿäà

Âîïðîñ

Êàê âîññòàíîâèòü f ïî å¼ çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ X ′ = X \ q?

Âîññòàíîâëåíèå ïîõîæå íà èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà:

îïðåäåëèì áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó: {by}y∈X ′ by ∈ H,
⟨ky , bz⟩ = bz(y) = δyz . Òîãäà ìîæíî îæèäàòü, ÷òî

f (x) =
∑
y∈X ′

f (y)by (x) =
∑
y∈X ′

⟨f , ky ⟩by (x) : (∗)

îáå ÷àñòè äàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ïðè x ∈ X ′, ïîýòîìó åñëè ðÿä

ñõîäèòñÿ â H, èç òîãî, ÷òî X ′ �ìíîæåñòâî åäèíñòâåííîñòè, áóäåò

ñëåäîâàòü (∗).
Îáîçíà÷èì H(−N) = {f ∈ H : zN f (z) ∈ H}.

Òåîðåìà (À.À. Áîðè÷åâ, À.È. Áóôåòîâ, À.Ê., Zhaofeng Lin)

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N ðÿä (∗) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ H(−N)

ñõîäèòñÿ â H ïî÷òè íàâåðíîå ïî X .
À.Â. Êëèìåíêî (ÌÈÀÍ, ÍÈÓ ÂØÝ) Äåò. ïðîöåññû è èíòåðïîëÿöèÿ 12 / 16



Î äîêàçàòåëüñòâå

f (x) =
∑
y∈X ′

⟨f , by ⟩ky (x), f ∈ H(−N) = {f ∈ H : zN f (z) ∈ H} (∗)

Òåîðåìà (À.À. Áîðè÷åâ, À.È. Áóôåòîâ, À.Ê., Zhaofeng Lin)

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N ðÿä (∗) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ H(−N)

ñõîäèòñÿ â H ïî÷òè íàâåðíîå ïî X .

Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü, åñëè ÷àñòèöû ¾íå îáðàçóþò êëàñòåðîâ¿ è

¾äîñòàòî÷íî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû¿.

Äîêàçàòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû PSine-ïî÷òè íàâåðíîå.
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Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè

Ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ωn}∞n=1 ⊂ L è ÷èñëà

C1,C2, a > 0 è b ∈ R, b < 2a− 1, äëÿ êîòîðûõ

L ⊂
∞⋃
n=1

D
(
ωn,C1(1+ |ωn|)−a

)
,

è |gΛ(ωn)| ≥ C2(1+ |ωn|)−b ∥kωn∥ ïðè âñåõ n ∈ N.
Ñóùåñòâóþò ρ : L → (0, 1) è ÷èñëà C3,C4 > 0, δ ∈

(
max{b+1

2
, 0}, a

]
,

äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ z ∈ L,

(1+ |z |)−a+δ ≤ C3ρ(z)

è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ H = HK,D íà

D = D
(
z , ρ(z)

)
, ÷òî

∥log ∥kz∥ − H∥L∞(D) ≤ C4.

Ñóùåñòâóþò òàêèå C5 > 0 è d ∈ R, ÷òî äëÿ äëÿ ëþáîãî λ ∈ Λ,∥∥∥∥ gΛ
· − λ

∥∥∥∥ ≤ C5(1+ |λ|)d .
À.Â. Êëèìåíêî (ÌÈÀÍ, ÍÈÓ ÂØÝ) Äåò. ïðîöåññû è èíòåðïîëÿöèÿ 14 / 16



Ãèïîòåçû

f (x) =
∑
y∈X ′

⟨f , by ⟩ky (x), f ∈ H(−N) = {f ∈ H : zN f (z) ∈ H} (∗)

Òåîðåìà (À.À. Áîðè÷åâ, À.È. Áóôåòîâ, À.Ê., Zhaofeng Lin)

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N ðÿä (∗) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ H(−N)

ñõîäèòñÿ â H ïî÷òè íàâåðíîå ïî X .

Ãèïîòåçà

N íå ñëèøêîì âåëèêî (N = 1 èëè 2 äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî).

Ãèïîòåçà

Ïîõîæèå ðåçóëüòàòû âåðíû äëÿ ïðîöåññîâ ñ ÿäðàìè Ôîêà, Áåññåëÿ è

Ýéðè. (Íî â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìû íå çíàåì òî÷íîå çíà÷åíèå ýêñöåññà!)

À.Â. Êëèìåíêî (ÌÈÀÍ, ÍÈÓ ÂØÝ) Äåò. ïðîöåññû è èíòåðïîëÿöèÿ 15 / 16



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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