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есть семейством таких σ-алгебр Fn, что F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ Fn.
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Бивогнутые функции

Определение

Функция g : Ω ⊂ R2 → R называется бивогнутой, если для всех чисел
a ∈ R отображения t → g(t, a) и t → g(a, t) вогнуты.
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Пример
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φ(x , y) = xy
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a ∈ R отображения t → g(t, a) и t → g(a, t) вогнуты.
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Определение

Бивогнутая функция B : S → R называется минимальной, если
B ⩾ B для любой бивогнутой функции B : S → R, т. ч. B|∂S ⩾ B.
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Лемма

Для любой функции f существует минимальная бивогнутая функция
B[f ], т. ч. B[f ](x + 1, x − 1) = f (x), B[f ](x − 1, x + 1) = g(x).
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Функция Беллмана
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Функция Беллмана

Определение

Пусть M(x , y) — множество пар мартингалов φ, ψ , таких что

почти наверное φ0 = y , ψ0 = x , |φ∞| = 1,

∀n ∈ N ∃ε ∈ {−1, 1} : (ψn+1 − ψn) = ε(φn+1 − φn).
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∀n ∈ N ∃ε ∈ {−1, 1} : (ψn+1 − ψn) = ε(φn+1 − φn).

Теорема (по мотивам работ Д. Буркхольдера)

Пусть функции f , g : R → R измеримы. Определим функцию Беллмана

где H(x ,−1) = f (x), H(x , 1) = g(x). Тогда

B[f , g ] (x , y) = B[f , g ](x + y , x − y).
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Профиль минимальной бивогнутой функции

Лемма

Пусть функции f , g непрерывны. Введём функции Bk
n : S∩ 1

2nZ
2 → R:

B0
n(x + 1, x − 1) = f (x), B0

n(x − 1, x + 1) = g(x) и B0
n

∣∣
intS

= −∞;

B2k+1
n — минимальная вогнутая по x функция, т. ч. B2k+1

n ⩾ Bk2k
n ;

B2k
n — минимальная вогнутая по y функция, т. ч. B2k

n ⩾ B2k−1
n .

Тогда B(x , y) = lim
n→∞

lim
k→∞

Bk
n (x , y) для любой точки (x , y) ∈ 1

2mZ
2.
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Профиль минимальной бивогнутой функции

Утверждение

Для любого p ∈ (2,+∞) имеет место равенство B[|t|p, |t|p](x , y) ={
1
2 (1 + xy)Γ(p + 1), если (x , y) ∈ S1;
1
2 |x − y | · f1(|x | ∨ |y | − 1) + (1− 1

2 |x − y |)g(|x | ∨ |y | − 1), если (x , y) ∈ S2,

где g(t) = et
∫ +∞
t

spe−s ds.

Следствие: Eψ∞ ⩽ 1
2Γ(p + 1), если p ∈ (2,+∞).
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Профиль минимальной бивогнутой функции

Утверждение

Для любого λ ∈ [0, 1) имеет место равенство B[e |t|, e |t|](x , y) ={
1

2(1−λ) (1 + xy) + 1
2 (1− xy), если (x , y) ∈ S1;

e−λ

1−λ

(
1− λ

2 |x − y |
)
eλ(|x|∨|y |), если (x , y) ∈ S2.

.

Следствие: Eeλ|ψ∞| ⩽ 1−λ/2
1−λ < +∞, если λ ∈ (0, 1).
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Утверждение

Пусть f (t) = e|t|

1+t2
. Тогда имеет место равенство B[f , f ](x , y) =

a+ bxy , если (x , y) ∈ S1;
|x+y |

2(1−|x|∧|y |) f (1− |x | ∧ |y |) + 2−|x−y |
2(1−|x|∧|y |)g(1− |x | ∧ |y |), если (x , y) ∈ S2;

1
2 |x − y |f (|x | ∨ |y | − 1) + (1− 1

2 |x − y |)h(|x | ∨ |y | − 1), если (x , y) ∈ S3;

,

где arcctg(δ) = 2δ3−δ2+1
δ(1+δ2)2

, a = 1+4δ3−δ4

2δ(1+δ2) f3(δ), b = (1−δ)2

2δ(1+δ2) f3(δ),

c = 2−3δ+4δ2−δ3

2δ(1+δ2) f3(δ), g(t) = ct + t
∫ δ

t
esds

s2(1+s2) , h(t) = et arcctg(t)

Следствие: E
(

e|ψ∞|

1+ψ2
∞

)
⩽ a ≈ 1.448 < +∞.
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Профиль минимальной бивогнутой функции

Приведём ещё несколько примеров минимальных бивогнутых функций.

Михаил Новиков мартингалы и бивогнутые функции 19.11.2025 5 / 10



Профиль минимальной бивогнутой функции
Приведём ещё несколько примеров минимальных бивогнутых функций.

Михаил Новиков мартингалы и бивогнутые функции 19.11.2025 5 / 10



Профиль минимальной бивогнутой функции
Приведём ещё несколько примеров минимальных бивогнутых функций.

f (t) = 2(t + 8)(t + 4.8)(t − 0.4)(t − 5)(t − 8);

g(t) = 7(t + 5.2)(t + 0.4)(t − 5.2)(t − 3.8).
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Профиль минимальной бивогнутой функции
Приведём ещё несколько примеров минимальных бивогнутых функций.

f (t) = t sin(3 log(|t|+ 1.5));

g(t) = t sin(5.5 · log(|t|+ 1.5)).
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Профиль минимальной бивогнутой функции
Приведём ещё несколько примеров минимальных бивогнутых функций.

f (t) = t sin(8.15 · log(abs(t)));
g(t) = 1.
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Достаточные условия минимальности

Определение

Функция B : S → R
линейна по x в точке p ∈ intS, если линейно сужение B|s , где
s ⊂ R2 — открытый интервал, т. ч. p ∈ s и s ∥ Ox .
экстремальна по y в точке p ∈ intS, если ∂

∂xB(p) существует и
сужение B|s линейно, где s = [p, q] ⊂ R2 — отрезок с концами в
точках p, q, т. ч. q ∈ ∂S и s ∥ Ox .

Аналогично вводится линейность и экстремальность по y .
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Определение

Функция B : S → R называется кандидатом, если она локально
ограничена, полунепрерывна сверху и для любой точки p ∈ intS
выполняется хотя бы одно из условий

1 функция B линейна по x и экстремальна по x в точке p;

2 функция B линейна по y и экстремальна по y в точке p;

3 функция B линейна по x и по y в точке p;

4 функция B экстремальна по x и по y в точке p.
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Теорема

Пусть точки разрывов функций f , g дискретны, а бивогнутая функция
B : S → R обладает следующими свойствами:

B(x + 1, x − 1) = f (x), B(x − 1, x + 1) = g(x);
|B(x , y)| = o(e |x+y |/2) при |x |, |y | → +∞;
B является кандидатом.

Тогда B = B[f , g ].

p p p p

1. 2. 3. 4.
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Оценка роста минимальной бивогнутой функции

Поэтому естественно изучать рост функций e−|t|f (t), e−|t|g(t).
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Определение

Определим для p ∈ (0, 1] функционалы Lλ,Lp
λ, действующие на

функциях g : R → [0,+∞) по следующему правилу:

Lλg = inf {h ∈ Lipλ(R) : h ⩾ g} ; Lp
λg = (Lλpgp)

1
p .
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Теорема

Пусть f , g ⩾ 0. Минимальная бивогнутая функция B[f , g ] конечна
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Любая минимальная бивогнутая функция B ⩾ 0 удовлетворяет
равенству B(x , x) = o(e |x |).
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Качественные свойства минимальных бивогнутых
функций

Теорема

Допустим, что существует бивогнутая функция B : S → R, т. ч.
B(t + 1, t − 1) ⩾ f −(t), B(t − 1, t + 1) ⩾ g−(t).
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Пусть f̃ и g̃ — поточечно минимальные полунепрерывные сверху
функции, т. ч. f̃ ⩾ f и g̃ ⩾ g . Тогда

B[f , g ](x , y) =


f (x), если y = x − 1;

g(y), если x = y − 1;

B[f̃ , g̃ ](x , y), иначе,

Далее будем считать, что функции f , g полунепрерывны сверху.
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Если L1/2
1 (ξ|f |+ ξ|g |) = +∞, то B[f , g ]|intS = +∞.
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3 B является кандидатом.
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2 |B(x , y)| = o(e|x+y |) as |x |, |y | → ∞;
3 B является кандидатом.

Функция B = B[f , g ] удовлетворяет свойствам 1, 2, 3.
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1 ∀t ∈ R : B(t, t − 1) = f (t),B(t − 1, t) = g(t);
2 |B(x , y)| = o(e|x+y |) as |x |, |y | → ∞;
3 B является кандидатом.

Функция B = B[f , g ] удовлетворяет свойствам 1, 2, 3. И, если
B ∈ BC(S) удовлетворяет свойствам 1, 2, 3 и у функций f , g
множество точек разрыва дискретно, то B[f , g ] = B .
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