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Ветвящиеся процессы

Z0 = 1, Zn =
Zn−1∑
i=1

Xn,i , где Xn,i - н.о.р. с ф.р. F (x).

Z0 = 1

Z1 = 2

Z2 = 3

Z3 = 6
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Максимальные ветвящиеся процессы(МВП)

M0 = 1, Mn = max(Xn,1, . . .Xn,Mn−1).

M0 = 1

M1 = 2

M2 = 2

M3 = 3
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Проблемы

Производящие функции не подходят для работы с максимумом.

P(max(X1, . . . ,Xk) ≤ t) = F k(t)

P(max(X1, . . . ,XM1) ≤ t) =
+∞∑
n=0

[
P(max(X1, . . . ,XM1) ≤ t | M1 = n)·

· P(M1 = n)
]

Функции распределения тоже не подходят.
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Другое представление

Если R ∼ U[0, 1] и F – некоторая функция распределения, то
F−1(R) ∼ F

M̃0 = 1, M̃n = F−1(R
1/M̃n−1
n ), Rn ∼ U[0, 1]

P(F−1(R
1/M̃n−1
n ) ≤ x | M̃n−1 = k) = F k(x) = P(Mn ≤ x | Mn−1 = k)

Утверждение 1

Распределения случайных последовательностей Mn и M̃n совпадают.
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Рекуррентные случайные последовательности

Yn+1 = An+1Yn + Bn+1, Bn+1 пренебрежимо мало.
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Рассматриваемый вид функций распределения

Предположение 1

F (x) = 1 − c

x
+ o

(
1
x

)
, x → +∞,

где c > 0.

Утверждение 2

Если F (x) такая как в Предположении 1, то F−1(x) = c+ε(x)
1−x , где

ε(x) → 0 при x → 1 − 0.
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Условие для малости Bn

Предположение 2

Пусть в Утверждении 2 |ε(x)| ≤ a(1 − x)β, a > 0, β ∈ (0, 1)

Талпа Г.А. Шкляев А.В. (МГУ) Предельные теоремы для МВП 20 ноября 2025 г. 10 / 23



Рекуррентное соотношение для M̃

Утверждение 3

Пусть выполнены Предположения 1, 2, тогда для M̃n справедливо
разложение:

M̃n+1 = An+1M̃n + Bn+1,

где An+1 = − c
lnRn+1

и E(|Bn+1|h) < CE(M̃(1−β)h
n ), h ∈ (0, 1), C > 0.
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Сопровождающее блуждание

Для рекуррентной последовательности:

M̃n+1 = An+1M̃n + Bn+1,

Введем шаг ξn = lnAn = ln c − ln(− lnRn) и сопровождающее

блуждание Sn =
n∑

i=1
ξn. При этом µ = Eξn = ln c + γ, где γ = 0.5772.....

- постоянная Эйлера-Маскерони.

Классификация МВП:
0 < c < e−γ – процесс докритический
c = e−γ – процесс критический
c > e−γ – процесс надкритический
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Невырождение

Теорема о невырождении критического МВП
Пусть выполнены Предположения 1, 2, процесс критический(c = e−γ).
P(Xn,i = 0) > 0.

Тогда:

P(Mn > 0) ∼ I√
n
,

Здесь I – положительная константа.
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Нормальность

ЦПТ для надкритического МВП
Пусть выполнены Предположения 1, 2, процесс
надкритический(c > e−γ).

Тогда:

P(lnMn ≥ (ln c + γ)n + xσ
√
n | Mn > 0) → 1 − Φ(x), n → +∞.
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Случайная среда

МВПСС впервые встречаются в работе А.В. Лебедева [4].

ηηη = (η1, η2, .....) - н.о.р посл. сл.в, не зависит от (R1,R2, .....).

a(ηn) > 0 и c(ηn) > 0.

lnAn = ln c(ηn)− ln(− lnRn)
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F (x) другого вида

Рассмотрим F (x) = 1 − c
xα + o

( 1
xα

)
, x → +∞.

Отсюда:

M̃n+1 = An+1M̃
1/α
n + Bn+1

Предположим, что Bn = 0 ∀n ∈ N, тогда

M̃n = exp

(
n∑

i=1

ξi
αn−i

)
, ξi = lnAi .

При α = 1: ln M̃n =
n∑

i=1
ξi

При 0 < α < 1: ln M̃n ∼ ξ1
αn−1

При α > 1: ln M̃n ∼ ξn
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Дальнейшие планы

Получение предельных теорем для случая α ̸= 1.
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Спасибо за внимание!
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