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Инволюция ω

I Эндоморфизм f : Λ→ Λ задаётся значениями f (en), n ≥ 1.

I Зададим эндоморфизм ω : Λ→ Λ формулой ω(en) = hn, n ≥ 1.
I Тогда ω(eλ) = hλ.
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Инволюция ω

I Эндоморфизм f : Λ→ Λ задаётся значениями f (en), n ≥ 1.
I Зададим эндоморфизм ω : Λ→ Λ формулой ω(en) = hn, n ≥ 1.
I Тогда ω(eλ) = hλ.

Теорема

ω — инволюция: ω2 = 1.

Следствие

I ω(hn) = en, ω(hλ) = eλ.
I ω — автоморфизм Λ.
I {hλ}λ∈Πn — базис Λn, {hλ}λ∈Π — базис Λ;

иными словами, h1, h2, . . . алгебраически независимы и
порождают Λ как Q-алгебру: Λ = Q[h1, h2, . . .].

Замечание. На самом деле это Z-базис.
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Теорема

ω — инволюция: ω2 = 1.

Доказательство.

I Было:
n∑

i=0
(−1)ieihn−i = 0 для любого n ≥ 1.

I Примеры: h1 − e1 = 0, h2 − e1h1 + e2 = 0,
h3 − e1h2 + e2h1 − e3 = 0.

I Факт: если ui ∈ Λ, где u0 = 1, таковы, что
n∑

i=0
(−1)iuihn−i = 0 для

любого n ≥ 1, то ui = ei .

I Применим ω: 0 =
n∑

i=0
(−1)ihiω(hn−i ) = (−1)n

n∑
i=0

(−1)iω(hi )hn−i = 0

=⇒ ω(hi ) = ei .
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Симметрические степенные суммы (Ньютона)

I λ ` n  симметрическая степенная сумма pλ ∈ Λn:

pn = m(n) =
∑
i

xni при n ≥ 1 и p0 = m∅ = 1 ;

pλ := pλ1pλ2 · · · при λ = (λ1, λ2, . . . ).

I Производящая функция степенных сумм:

P(t) :=
∑
r≥1

pr t
r−1 ∈ Λ[[t]] .

Обратите внимание, что степень r − 1 и суммирование по r ≥ 1!
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I Производящая функция степенных сумм:

P(t) :=
∑
r≥1

pr t
r−1 ∈ Λ[[t]] .

Предложение

P(t) =
H ′(t)

H(t)
, P(−t) =

E ′(t)

E (t)
.

Доказательство. P(t) =
∑
i≥1

∑
r≥1

x ri t
r−1 =

∑
i≥1

xi
1−xi t =

∑
i≥1

d
dt ln 1

1−xi t =

= d
dt ln

∏
i≥1

(1− xi t)−1 = d
dt lnH(t) = H′(t)

H(t) . Второе тождество

аналогично (F) .
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Следствие (тождества Ньютона)

nhn =
n∑

r=1

prhn−r , nen =
n∑

r=1

(−1)r−1pren−r .

Примеры: h1 = p1, h2 = 1
2p

2
1 + 1

2p2, h3 = 1
6p

3
1 + 1

2p1p2 + 1
3p3,

e1 = p1, e2 = 1
2p

2
1 − 1

2p2, e3 = 1
6p

3
1 − 1

2p1p2 + 1
3p3.
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порождают Λ как Q-алгебру: Λ = Q[p1, p2, . . .].

Замечание. {pλ} — Q-базис, но не Z-базис!

Следствие

ωpn = (−1)n−1pn, ωpλ = ελpλ , где ελ = (−1)|λ|−`(λ).

Доказательство: следует из того, что ωE (t) = H(t). 6 / 14



Цикловый тип перестановки

I λ = (kmk )  zλ :=
∏
k≥1

kmkmk !.

I Цикловый тип перестановки w ∈ Sn = разбиение ρ(w) ∈ Πn,
состоящее из длин циклов w в разложении на неперес. циклы.

I (F) Лемма Коши: #{w ∈ Sn : ρ(w) = λ} = n!
zλ
.

I Т.о. n!
zλ

— мощность класса сопряжённости, соответствующего
цикловому типу λ.

I (F) Пусть w ∈ Sn, ρ(w) = λ. Тогда zλ = #{σ ∈ Sn : σw = wσ}.
I Напомним: ελ = (−1)|λ|−`(λ).
I Для w ∈ Sn имеем ερ(w) = sgnw .
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Предложение

H(t) =
∑
λ

1
zλ

pλt
|λ| , E (t) =

∑
λ

ελ
zλ

pλt
|λ| .

hn =
∑
|λ|=n

pλ
zλ

, en =
∑
|λ|=n

ελ
zλ

pλ .

Доказательство. H(t) = exp
∑
r≥1

pr tr

r =
∏
r≥1

exp(pr t
r

r ) =
∏
r≥1

∞∑
mr=0

(pr tr )mr

rmr ·mr !

=
∑

λ=(rmr )

1
zλ
pλt
|λ|.

Второе тождество — применением ω.
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Напоминание

∏
i ,j

(1− xiyj)
−1 =

∑
λ

mλ(x)hλ(y) .

∏
i ,j

(1 + xiyj) =
∑
λ

mλ(x)eλ(y) .
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Предложение∏
i ,j

(1− xiyj)
−1 =

∑
λ

1
zλ

pλ(x)pλ(y) = exp
∑
n≥1

1
n
pn(x)pn(y) ,

∏
i ,j

(1 + xiyj) =
∑
λ

ελ
zλ

pλ(x)pλ(y) = exp
∑
n≥1

1
n

(−1)n−1pn(x)pn(y) .

Доказательство.
I
∏
i ,j

(1− xiyj)
−1 = H{xiyj}(1) =

∑
λ

1
zλ
pλ({xiyj}) =

∑
λ

1
zλ
pλ(x)pλ(y).

I ln
∏
i ,j

(1− xiyj)
−1 =

∑
i ,j

ln(1− xiyj)
−1 =

∑
i ,j

∑
n≥1

1
nx

n
i y

n
j

=
∑
n≥1

1
n

(∑
i
xni

)(∑
j
ynj

)
=
∑
n≥1

1
npn(x)pn(y).

I Вторая пара тождеств — аналогично.
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Применения: многочлены Белла

I Рассмотрим формальные степенные ряды f (t) =
∞∑
n=0

fntn

n! ,

g(t) =
∞∑
n=0

gntn

n! , g0 = 0.

I Пусть H(t) := f (g(t)) =
∞∑
n=0

Hntn

n! =⇒ Hn =
n∑

k=1
fkBn,k(g).

I Bn,k — частичные многочлены Белла.

Предложение

Bn,k =
∑

|λ|=n, `(λ)=k

cλgλ, где gλ =
∏

gmi
i , cλ = n!∏

(i!)mimi !
.

I (F) cλ ∈ Z (дать комбинаторную интерпретацию).
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Доказательство

I H(t) := f (g(t)) =
∞∑
n=0

Hntn

n! , где Hn =
n∑

k=1
fkBn,k(g).

I Hn линейно зависит от {fi} =⇒ можно взять fk = ak , т.е.
f (t) = eat .

I Интерпретируем H(t) как производящую функцию полных
однородных симметрических функций!

I H(t) = exp(ag(t)) =⇒ P(t) = (lnH(t))′ = ag ′(t) =
∞∑
k=1

agk t
k−1

(k−1)!

=⇒ pk = agk
(k−1)! .

I H(t) =
∞∑
n=0

hnt
n =⇒ Hn = n!hn =

∑
|λ|=n

n!
zλ
pλ.

I pλ = angλ∏
((k−1)!)mk

, zλ :=
∏
k≥1

kmkmk !.

I Bn,k = [ak ]H(t) =
∑

|λ|=n, `(λ)=k

cλgλ.
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Частный случай: g(t) = ln(1 + t), f (t) = eat =⇒
I H(t) = (1 + t)a, gn = (−1)n−1(n − 1)!,
I pn = (−1)n−1a,
I Bn,k =

∑
|λ|=n, `(λ)=k

(−1)n−k n!
zλ

=⇒

I Bn,k = s(n, k) — числа Стирлинга 1 рода:

(−1)n−ks(n, k) = #{w ∈ Sn : c(w) = k},

где c(w) — число циклов w .
I Имеем

∑
n,k≥0

s(n, k)ak tn

n! = (1 + t)a =
∑
n≥0

(a
n

)
tn =⇒

I
n∑

k=0
s(n, k)ak =

(a
n

)
n! = a(a− 1) . . . (a− n + 1) = (a)n =

= an
n−1∏
i=1

(1− ia−1) = anE{−1,−2,...,−(n−1)}(a
−1) =⇒

I s(n, k) = en−k(−1,−2, . . . ,−(n − 1)) .
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Частный случай: g(t) = et − 1 =⇒
I gn = 1,
I pn = a

(n−1)! ,

I Bn,k =
∑

|λ|=n, `(λ)=k

n!∏
(i!)mimi !

= S(n, k) — числа Стирлинга 2 рода.

I (F) Дать комбинаторную интерпретацию чисел Стирлинга 2 рода.
I (F) S(n, k) = hn−k(1, 2, . . . , k).
I (F) Формула Фаа-ди-Бруно: f , g — n-дифференцируемы =⇒

(f ◦ g)(n) =
n∑

k=1
Bn,k(g ′, g ′′, . . .)(f (k) ◦ g).
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