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Симметрия алгоритма RSK

Теорема

RSK(A) = (P,Q) =⇒ RSK(AT ) = (Q,P).
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RSK(A) = (P,Q) =⇒ RSK(AT ) = (Q,P).

I wA =
(u
v

)
=⇒ wAT =

(v
u

)
сорт..

I Стандартизация =⇒ можно считать, что u, v не содержат
повторяющихся элементов, так как стандартизация коммутирует с
переходом к

(v
u

)
сорт..
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Инверсионное ч.у.м.

I Ч.у.м. I = I (A) = I
(u
v

)
:

I элементы — столбцы массива
(
u
v

)
,

I
(
a
b

)
<
(
c
d

)
⇐⇒ a < c и b < d .

I (F) Число несравнимых элементов в I = число инверсий
перестановки v .
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v

)
:

I элементы — столбцы массива
(
u
v

)
,

I
(
a
b

)
<
(
c
d

)
⇐⇒ a < c и b < d .

I (F) Число несравнимых элементов в I = число инверсий
перестановки v .

Лемма
φ : I (A)→ I (AT ), где φ

(a
b

)
=
(b
a

)
, — изоморфизм ч.у.м.

Доказательство: очевидно (почему?).
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I I1 := {мин. эл-ты I},
I2 := {мин. эл-ты I \ I1},
I3 := {мин. эл-ты I \ (I1 ∪ I2)},
. . .
Id .

I1 = {
(1
3

)
,
(4
1

)
}, I2 = {

(2
7

)
,
(3
6

)
,
(5
4

)
,
(6
2

)
}, I3 = {

(7
5

)
}.
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I Ii — антицепь (размера ni = #Ii ) =⇒ можно занумеровать ее
элементы так: (

ui1
vi1

)
,

(
ui2
vi2

)
, . . . ,

(
uini
vini

)
,

где ui1 < ui2 < · · · < uini , vi1 > vi2 > · · · > vini .

5 / 15



I Ii — антицепь (размера ni = #Ii ) =⇒ можно занумеровать ее
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vi1

)
,

(
ui2
vi2

)
, . . . ,

(
uini
vini

)
,

где ui1 < ui2 < · · · < uini , vi1 > vi2 > · · · > vini .

Лемма
RSK(A) = (P,Q) =⇒
I Первая строка P-таблицы есть v1n1v2n2 · · · vdnd .
I Первая строка Q-таблицы есть u11u21 · · · ud1.
I
(uk
vk

)
∈ Ii =⇒ vk вставляется в i-й столбец первой строки таблицы

P(k − 1).
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Доказательство леммы

I Индукция по n. База n = 1 тривиальна.
I Переход n − 1→ n. Пусть

(u′
v ′

)
=
(u1 u2 ··· un−1
v1 v2 ··· vn−1

)
, I ′i := Ii

(u′
v ′

)
,

1 ≤ i ≤ e (где e = d − 1 или e = d), #I ′i = mi .

I По предп. инд. первая строка P(n − 1) есть v ′1m1
v ′2m2

· · · v ′eme
, а

первая строка Q(n − 1) есть u′11u
′
21 · · · u′e1.

I Рассмотрим P(n − 1)← vn.
I Если vn < v ′

imi
, то I ′i ∪

(
un
vn

)
— антицепь в I

(
u
v

)
=⇒(

un
vn

)
∈ Ii
(
u
v

)
, где i — наименьший индекс, такой, что v ′

imi
> vn.

I Если такого i нет, то Id
(
u
v

)
= {
(
un
vn

)
}.

I Вывод: vn вставляется в i-й столбец таблицы P(n − 1).
I Это новый столбец ⇐⇒ vn = vd1. Но тогда un = ud1

и un вставляется в d-й столбец первой строки таблицы Q(n − 1).
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Доказательство теоремы

I Ii
(u
v

)
= {
(ui1
vi1

)
,
(ui2
vi2

)
, . . . ,

(uimi
vimi

)
} =⇒ Ii

(v
u

)
= {
(vimi
uimi

)
, . . . ,

(vi2
ui2

)
,
(vi1
ui1

)
}.

I RSK(AT ) = RSK(
(v
u

)
сорт.)(P ′,Q ′) =⇒

I первая строка P ′ есть u11u21 · · · ud1 = первая строка Q,
I первая строка Q ′ есть v1m1v2m2 · · · vdmd

= первая строка P.
I vij , 1 ≤ j < mi , выбивается во 2-ю строку раньше vrs , 1 ≤ s < mr ,
⇐⇒ ui ,j+1 < ur ,s+1 (так как vqt выбивается элементом vq,t+1).

I Обозначим
I (P̄, Q̄) = таблицы (P,Q) без первых строк;
I (P̄ ′, Q̄ ′) = таблицы (P ′,Q ′) без первых строк.

I
(a
b

)
:=
(

u12 · · · u1m1 u22 · · · u2m2 · · · ud2 · · · udmd
v11 · · · v1,m1−1 v21 · · · v2,m2−1 · · · vd1 · · · vd,md−1

)
сорт.

=⇒ RSK
(a
b

)
= (P̄, Q̄).

I Аналогично(
a′

b′

)
:=
(

v1,m1−1 · · · v11 v2,m2−1 · · · v21 · · · vd,md−1 · · · vd1
u1m1 · · · u12 u2m2 · · · u22 · · · udmd

· · · ud2

)
сорт.

=⇒ RSK
(
a′

b′

)
= (P̄ ′, Q̄ ′).

I
(a
b

)
=
(b′
a′

)
сорт. =⇒ QED по индукции.
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Следствия симметрии RSK

Следствие

Пусть RSK(A) = (P,Q). Тогда A симметрична ⇐⇒ P = Q.
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Следствие

Пусть α — слабое разложение и RSK(A) = (P,Q). Тогда
A→ P — биекция между симметричными матрицами изM≥0 с
row(A) = α и SSYT типа α.
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Следствие

Пусть RSK(A) = (P,Q). Тогда A симметрична ⇐⇒ P = Q.

Следствие

Пусть α — слабое разложение и RSK(A) = (P,Q). Тогда
A→ P — биекция между симметричными матрицами изM≥0 с
row(A) = α и SSYT типа α.

Следствие∑
λ`n

dimλ = #{w ∈ Sn : w2 = e}, т.е. общее число стандартных таблиц

Юнга размера n равно числу инволюций в Sn.

Доказательство. Матрица перестановки w симметрична ⇐⇒
w2 = e.
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Следствия симметрии RSK

Следствие∏
i

(1− xi )
−1 ·

∏
i<j

(1− xixj)
−1 =

∑
λ∈Π

sλ(x) .

Доказательство.

I Л.ч. =
∏
i

(
∞∑

aii=0
xaiii

)
·
∏
i<j

(
∞∑

aij=0
(xixj)

aij

)
.

Степень xi равна aii +
∑
i<j

aij +
∑
j<i

aji =⇒

[xα](л.ч.) = #{A симметрична, row(A) = α},
I [xα](п.ч.) = #{полустандартные таблицы типа α}.
I По первому следствию QED.
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Отступление: возрастающие подпоследовательности

I w = w1 . . .wn ∈ Sn. Возрастающая подпоследовательность в w :
wi1wi2 · · ·wik , где 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n и wi1 < wi2 < · · · < wik .

I L(w) — длина наибольшей возрастающей подпоследовательности.
I Пример. w = 725481963 =⇒ L(w) = 4.
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I L(w) — длина наибольшей возрастающей подпоследовательности.
I Пример. w = 725481963 =⇒ L(w) = 4.

Знаменитая задача Улама: найти асимптотику L(wn) при n→∞, где
wn равномерно распределена на Sn.
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Отступление: возрастающие подпоследовательности

I w = w1 . . .wn ∈ Sn. Возрастающая подпоследовательность в w :
wi1wi2 · · ·wik , где 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n и wi1 < wi2 < · · · < wik .

I L(w) — длина наибольшей возрастающей подпоследовательности.
I Пример. w = 725481963 =⇒ L(w) = 4.

Знаменитая задача Улама: найти асимптотику L(wn) при n→∞, где
wn равномерно распределена на Sn.

I w ∈ Sn, RSK(w) = (P,Q) =⇒ sh(w) := sh(P) = sh(Q).

Теорема

sh(w) = λ = (λ1, λ2, . . .) =⇒ λ1 = L(w) .
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Возрастающие подпоследовательности

I ri (w) := самое правое число j в w : наибольшая возрастающая
подпоследовательность с последним членом j имеет длину i
(определено при i ≤ L(w)).

I 1 = r1(w) < r2(w) < · · · < rL(w)(w).
I Пример. w = 725481963 =⇒ r1(w) = 1, r2(w) = 3, r3(w) = 6,

r4(w) = 9.
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Возрастающие подпоследовательности

I ri (w) := самое правое число j в w : наибольшая возрастающая
подпоследовательность с последним членом j имеет длину i
(определено при i ≤ L(w)).

I 1 = r1(w) < r2(w) < · · · < rL(w)(w).

Лемма
w ∈ Sn, RSK(w) = (P,Q) =⇒ первая строка P есть
r1(w), r2(w), . . . , rL(w)(w).
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Возрастающие подпоследовательности

I ri (w) := самое правое число j в w : наибольшая возрастающая
подпоследовательность с последним членом j имеет длину i
(определено при i ≤ L(w)).

I 1 = r1(w) < r2(w) < · · · < rL(w)(w).

Лемма
w ∈ Sn, RSK(w) = (P,Q) =⇒ первая строка P есть
r1(w), r2(w), . . . , rL(w)(w).

Доказательство.
I Возрастающая подпоследовательность wi1 , . . . ,wik ↔ цепь( i1

wi1

)
< · · · <

( ik
wik

)
в I (w) =⇒

I Антицепь Ij состоит в точности из элементов
( i ,
wi

)
: наиб. возраст.

подпосл., заканч. на wi , имеет длину j .
I Для такого элемента макс. значение i по определению есть ujnj , а

соотв. значение wi равно vjnj =⇒ vjnj = rj(w) =⇒ QED.
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Теорема

sh(w) = λ =⇒ λ1 = L(w) .

Тем самым задача Улама сводится к задаче о распределении длины
первой строки растущей диаграммы Юнга относительно т.н. меры
Планшереля, для которой Prob(λ) = dim2 λ

n! и переходные вероятности
имеют вид Prob(λ, µ) = dimµ

(n+1) dimλ , где λ ` n, µ ` n + 1.

Теорема (Вершик–Керов)

Для «типичной» перестановки wn имеем L(wn)√
n
→ 2 при n→∞.
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Предельная форма диаграмм Юнга относительно меры
Планшереля (Вершик–Керов)
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I Итак, знаем, что такое λ1. А как найти λ2, λ3, . . .?

I Может быть, λ2 = длина наибольшей возрастающей
подпоследовательности, оставшейся после удаления
возрастающей подпоследовательности длины λ1?

I Нет! (F) Приведите пример. (Скажем, w = 247951368.)
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I Итак, знаем, что такое λ1. А как найти λ2, λ3, . . .?
I Может быть, λ2 = длина наибольшей возрастающей

подпоследовательности, оставшейся после удаления
возрастающей подпоследовательности длины λ1?

I Нет! (F) Приведите пример. (Скажем, w = 247951368.)

Теорема

λ1 + · · ·+ λi = длина наибольшей подпоследовательности в w ,
представимой в виде объединения i возрастающих
подпоследовательностей.

I (F) Разобрать на примере выше.
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I А что с убывающими подпоследовательностями?

I w = w1 . . .wn ∈ Sn  rev(w) := wn . . .w1 ∈ Sn.
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I А что с убывающими подпоследовательностями?
I w = w1 . . .wn ∈ Sn  rev(w) := wn . . .w1 ∈ Sn.

Лемма
RSK(w) = (P,Q), RSK(rev(w)) = (P∗,Q∗) =⇒ P∗ = PT .

Замечание. Q∗ тоже можно описать: Q 7→ Q∗ — т.н. инволюция
Шютценберже.
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I А что с убывающими подпоследовательностями?
I w = w1 . . .wn ∈ Sn  rev(w) := wn . . .w1 ∈ Sn.

Лемма
RSK(w) = (P,Q), RSK(rev(w)) = (P∗,Q∗) =⇒ P∗ = PT .

Замечание. Q∗ тоже можно описать: Q 7→ Q∗ — т.н. инволюция
Шютценберже.

Теорема

λ′1 + · · ·+ λ′i = длина наибольшей подпоследовательности в w ,
представимой в виде объединения i убывающих
подпоследовательностей.
В частности, λ′1 = длина наибольшей убывающей
подпоследовательности.

I (F) Разобрать на примере выше.
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