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Напоминания

I Старшая таблица Tmax
λ формы λ = заполняем по строкам.

I T ∈ SYT(λ) =⇒ ∃! σT ∈ Sn : σTT = Tmax
λ .

I `(T ) := `(σT ) – кокстеровская длина; тогда T преобразуется в
Tmax
λ последовательностью из ` допустимых транспозиций.

I Пусть α = (a1, a2, . . . , an) ∈ Spec(n) и
α′ = (a1, . . . , ai−1, ai+1, ai , ai+2, . . . , an) ∈ Spec(n). Положим
v := (si − e

ai+1−ai )vα. Тогда v совпадает с vα′ (с точностью до
константы) и в базисе {vα, v} действие si задаётся матрицей

si =

(
1

b−a 1− 1
(b−a)2

1 − 1
b−a

)
,

где a = ai , b = ai+1.
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Лемма
Положим v0 := vTmax

λ
. Константы в базисе ГЦ можно выбрать так,

чтобы для любой T ∈ SYT(n)

σ−1
T v0 = vT +

∑
R∈SYT(λ): `(σR)<`(σT )

cRvR ,

где λ – форма T .
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Лемма
Положим v0 := vTmax

λ
. Константы в базисе ГЦ можно выбрать так,

чтобы для любой T ∈ SYT(n)

σ−1
T v0 = vT +

∑
R∈SYT(λ): `(σR)<`(σT )

cRvR ,

где λ – форма T .

Доказательство. Индукция по ` = `(σT ).
I База ` = 1 =⇒ σT = si – допустимая транспозиция для T =⇒

s−1
i (= si ) – допустимая транспозиция для Tmax

λ . Положим
vT := (s−1

i −
e

ai+1−ai )v0. Тогда s−1
i v0 = vT + 1

ai+1−ai v0, что и
требовалось.
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Продолжение доказательства

I Переход. Пусть σT = si1 . . . si`−1sj = σT1sj , где T1 = sjT и
`(T1) = `− 1. По предположению индукции

σ−1
T1

v0 = vT1 +
∑

`(σR)<`−1

c ′RvR .

Но T = sjT1 =⇒ положим vT := (sj − e
ai+1−ai )vT1 =⇒

sjvT1 = vT +
1

aj+1 − aj
vT1 .

Тогда σ−1
T v0 = sjσ

−1
T1

v0 = sjvT1 + sj
∑

`(σR)<`−1
c ′RvR =

= vT + 1
aj+1−aj vT1 + sj

∑
`(σR)<`−1

c ′RvR =⇒ QED.
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Теорема (полунормальная форма Юнга)

Пусть {vT}T∈SYT(n) – базис из леммы. Фиксируем T ∈ SYT(λ) и
положим α(T ) = (a1, . . . , an).
(1) Если i и i + 1 в одной строке T (⇐⇒ ai+1 = ai + 1), то sivT = vT .
(2) Если i и i + 1 в одном столбце T (⇐⇒ ai+1 = ai − 1), то

sivT = −vT .
(3) Если i и i + 1 в разных строках и столбцах T (⇐⇒ ai+1 6= ai ± 1),

положим S = siT и r = ai+1− ai . Тогда в двумерном пространстве
с базисом {vT , vS} действие si задаётся следующей матрицей A:

I если `(S) = `(T ) + 1, то A =

( 1
r 1− 1

r2

1 − 1
r

)
;

I если `(S) = `(T )− 1, то A =

( 1
r 1− 1

r2

1 − 1
r

)T

.
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1 − 1
r

)
;

I если `(S) = `(T )− 1, то A =

( 1
r 1− 1

r2

1 − 1
r

)T

.

Следствие (рациональность неприводимых представлений Sn)

Все неприводимые представления Sn определены над Q.
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Доказательство теоремы

I Пункты (1) и (2) доказаны ранее.
(3) Знаем: при некотором выборе констант формула именно такая.

Надо: при нашем выборе. Пусть `(S) = `(T ) + 1. Имеем
σS = σT si и σ−1

T v0 = vT +
∑

`(σR)<`(σT )

cRvR =⇒

σ−1
S v0 = vS +

∑
`(σR)<`(σS )

c ′RvR =

siσ
−1
T v0 = sivT + si

∑
`(σR)<`(σT )

cRvR

=⇒ sivT = vS +
∑

`(σR)<`(σS )

c ′′RvR =⇒ именно при нашем выборе

всё OK.
Случай `(S) = `(T )− 1 – аналогично (F) .
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Нормировка базиса и осевое расстояние

I V λ – пространство неприводимого представления πλ.
I ‖ · ‖λ – скалярное произведение в V λ, относительно которого πλ

унитарно.
I Нормируем ортогональный (почему?) базис {vT}T∈SYT(λ) в V λ:

wT :=
vT
‖vT‖λ

.

I Пусть T ∈ SYT(n) и α(T ) = (a1, . . . , an) – её вес (= вектор
содержаний). Для i , j ∈ [n] осевое (аксиальное) расстояние
от j до i в T есть rij := aj − ai = cT (j)− cT (i).

I Пример: rij = 5.
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Ортогональная форма Юнга

Теорема (ортогональная форма Юнга)

В ортонормированном базисе {wT}T∈SYT(n) действие кокстеровских
образующих задаётся формулой

sjwT =
1
r
wT +

√
1− 1

r2wsjT ,

где r = aj+1 − aj – осевое расстояние от j + 1 до j в T .

Замечание. В частности, если aj+1 = aj ± 1, то sjwT = ±wT .

Итого, матрица sj в базисе {wT ,wsjT} имеет вид 1
r

√
1− 1

r2√
1− 1

r2
−1

r

−
ортогональная форма Юнга. 8 / 13



Доказательство теоремы

Пусть S = sjT . Предположим, что `(σS) > `(σT ). Тогда
sjvT = 1

r vT + vS и

‖vS‖2 = ‖sjvT −
1
r
vT‖2 = ‖sjvT‖2 −

2
r
〈sjvT , vT 〉+

1
r2 ‖vT‖

2 =

= ‖vT‖2 −
2
r2 ‖vT‖

2 +
1
r2 ‖vT‖

2 =

(
1− 1

r2

)
‖vT‖2.

Таким образом, wS = vS

‖vT ‖
√

1− 1
r2

, откуда

sjwT =
sjvT
‖vT‖

=
vT

r‖vT‖
+

vS
‖vT‖

=
1
r
wT +

√
1− 1

r2wS .

Случай `(σS) < `(σT ) – аналогично (F) .
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Примеры

I λ = (n) =⇒ ∃ ровно одна таблица T ∈ SYT(λ):

Имеем α(T ) = (0, 1, . . . , n − 1) =⇒ aj+1 = aj + 1 для любого
j = 1, . . . , n − 1 =⇒ sjwT = wT для любого j =⇒
π(n) = тривиальное представление idn.
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Имеем α(T ) = (0, 1, . . . , n − 1) =⇒ aj+1 = aj + 1 для любого
j = 1, . . . , n − 1 =⇒ sjwT = wT для любого j =⇒
π(n) = тривиальное представление idn.

I λ = (1n) =⇒ ∃ ровно одна таблица T ∈ SYT(λ):

Имеем α(T ) = (0,−1, . . . ,−(n − 1)) =⇒ aj+1 = aj − 1 для
любого j = 1, . . . , n − 1 =⇒ sjwT = −wT для любого j =⇒
π(1n) = знаковое представление εn.
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Лемма (об умножении на знаковое представление)

Для любой диаграммы λ

πλ′ = πλ ⊗ εn ,

где λ′ – сопряжённая диаграмма.
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Лемма (об умножении на знаковое представление)

Для любой диаграммы λ

πλ′ = πλ ⊗ εn ,

где λ′ – сопряжённая диаграмма.

Доказательство.
I T 7→ T ′ – биекция SYT(λ) 7→ SYT(λ′).
I α(T ′) = −α(T ).
I Пусть φ : V λ 7→ V λ′ действует по формуле φ(wT ) = (−1)`(σT )wT ′ .

Из ортогональной формы Юнга следует, что это изоморфизм
представлений πλ ⊗ εn и πλ′ (F) .
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Примеры

Пусть λ = (n − 1, 1).
I Стандартные таблицы Юнга формы λ:

Tj =

I α(Tj) = (0, 1, . . . , j − 2,−1, j − 1, j , . . . , n − 1).
I (F) Выписать ортогональную форму Юнга для действия sk на

wj := wTj
, j = 2, . . . , n.

Что же это за представление?
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Tj =

I α(Tj) = (0, 1, . . . , j − 2,−1, j − 1, j , . . . , n − 1).
I (F) Выписать ортогональную форму Юнга для действия sk на

wj := wTj
, j = 2, . . . , n.

Что же это за представление?

I dimπ(n−1,1) = n − 1.

I Правило ветвления: ResSn
Sn−1

π(n−1,1) = π(n−1) + π(n−2,1).
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I Рассмотрим натуральное представление ρn группы Sn в Cn

перестановками координат.

I Cn = V0 ⊕ V1 (инвариантные подпространства), где
I V0 = {(x , . . . , x)}  ρn|V0 ' π(n) – тривиальное представление.
I V1 = {x ∈ Cn : x1 + . . .+ xn = 0}  ρn|V1 := ρ̃n.

I ρn получено из перестановочного действия Sn на [n] = Sn/Sn−1
=⇒ ρn = IndSn

Sn−1
π(n−1) (F) .

I По правилу ветвления ρn = π(n) + π(n−1,1).
I Таким образом, ρ̃n ' π(n−1,1).

13 / 13



I Рассмотрим натуральное представление ρn группы Sn в Cn

перестановками координат.
I Cn = V0 ⊕ V1 (инвариантные подпространства), где

I V0 = {(x , . . . , x)}  ρn|V0 ' π(n) – тривиальное представление.
I V1 = {x ∈ Cn : x1 + . . .+ xn = 0}  ρn|V1 := ρ̃n.

I ρn получено из перестановочного действия Sn на [n] = Sn/Sn−1
=⇒ ρn = IndSn

Sn−1
π(n−1) (F) .

I По правилу ветвления ρn = π(n) + π(n−1,1).
I Таким образом, ρ̃n ' π(n−1,1).

13 / 13



I Рассмотрим натуральное представление ρn группы Sn в Cn

перестановками координат.
I Cn = V0 ⊕ V1 (инвариантные подпространства), где

I V0 = {(x , . . . , x)}  ρn|V0 ' π(n) – тривиальное представление.
I V1 = {x ∈ Cn : x1 + . . .+ xn = 0}  ρn|V1 := ρ̃n.

I ρn получено из перестановочного действия Sn на [n] = Sn/Sn−1
=⇒ ρn = IndSn

Sn−1
π(n−1) (F) .

I По правилу ветвления ρn = π(n) + π(n−1,1).
I Таким образом, ρ̃n ' π(n−1,1).

13 / 13



I Рассмотрим натуральное представление ρn группы Sn в Cn

перестановками координат.
I Cn = V0 ⊕ V1 (инвариантные подпространства), где

I V0 = {(x , . . . , x)}  ρn|V0 ' π(n) – тривиальное представление.
I V1 = {x ∈ Cn : x1 + . . .+ xn = 0}  ρn|V1 := ρ̃n.

I ρn получено из перестановочного действия Sn на [n] = Sn/Sn−1
=⇒ ρn = IndSn

Sn−1
π(n−1) (F) .

I По правилу ветвления ρn = π(n) + π(n−1,1).

I Таким образом, ρ̃n ' π(n−1,1).

13 / 13



I Рассмотрим натуральное представление ρn группы Sn в Cn

перестановками координат.
I Cn = V0 ⊕ V1 (инвариантные подпространства), где

I V0 = {(x , . . . , x)}  ρn|V0 ' π(n) – тривиальное представление.
I V1 = {x ∈ Cn : x1 + . . .+ xn = 0}  ρn|V1 := ρ̃n.

I ρn получено из перестановочного действия Sn на [n] = Sn/Sn−1
=⇒ ρn = IndSn

Sn−1
π(n−1) (F) .

I По правилу ветвления ρn = π(n) + π(n−1,1).
I Таким образом, ρ̃n ' π(n−1,1).

π(n−1,1) – стандартное представление Sn.

13 / 13



I Рассмотрим натуральное представление ρn группы Sn в Cn

перестановками координат.
I Cn = V0 ⊕ V1 (инвариантные подпространства), где

I V0 = {(x , . . . , x)}  ρn|V0 ' π(n) – тривиальное представление.
I V1 = {x ∈ Cn : x1 + . . .+ xn = 0}  ρn|V1 := ρ̃n.

I ρn получено из перестановочного действия Sn на [n] = Sn/Sn−1
=⇒ ρn = IndSn

Sn−1
π(n−1) (F) .

I По правилу ветвления ρn = π(n) + π(n−1,1).
I Таким образом, ρ̃n ' π(n−1,1).

π(n−1,1) – стандартное представление Sn.
I Обозначим δj = (0, . . . , 1, . . . , 0) (единица на j-м месте) и

fj := δ1 + . . .+ δj . Положим w̃j :=
1√

j(j−1)
fj−1 −

√
j−1
j δj ∈ V1.

I (F) {w̃j}j=2,...,n — ортонормированный базис в V1, и wj 7→ w̃j —
изоморфизм представлений.
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