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I Скалярное произведение в Λ⊗ Λ:
〈f1 ⊗ g1, f2 ⊗ g2〉 := 〈f1, f2〉〈g1, g2〉 .

Предложение

〈∆f , g ⊗ h〉 = 〈f , gh〉 (коумножение сопряжено умножению).
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I Скалярное произведение в Λ⊗ Λ:
〈f1 ⊗ g1, f2 ⊗ g2〉 := 〈f1, f2〉〈g1, g2〉 .

Предложение

〈∆f , g ⊗ h〉 = 〈f , gh〉 (коумножение сопряжено умножению).

Доказательство. Достаточно проверить для функций Шура:
〈∆sλ, sµ ⊗ sν〉 = 〈

∑
ρ
sλ/ρ ⊗ sρ, sµ ⊗ sν〉 =

∑
ρ
〈sλ/ρ, sµ〉〈sρ, sν〉 =

= 〈sλ/ν , sµ〉 = 〈sλ, sµsν〉 =⇒ QED.
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Предложение

Если ∆f =
∑
i
ai ⊗ bi , то f ⊥(gh) =

∑
i
a⊥i (g)b⊥i (h) для любых f , g ∈ Λ.

В частности, s⊥λ (gh) =
∑
µ,ν

cλµνs
⊥
µ (g)s⊥ν (h) , а также

p⊥n (gh) = p⊥n g · h + g · p⊥n h (т.е. p⊥n — дифференцирование).
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Предложение

Если ∆f =
∑
i
ai ⊗ bi , то f ⊥(gh) =

∑
i
a⊥i (g)b⊥i (h) для любых f , g ∈ Λ.

В частности, s⊥λ (gh) =
∑
µ,ν

cλµνs
⊥
µ (g)s⊥ν (h) , а также

p⊥n (gh) = p⊥n g · h + g · p⊥n h (т.е. p⊥n — дифференцирование).

Доказательство.
〈f ⊥(gh), sλ〉 = 〈gh, fsλ〉 = 〈∆(fsλ), g ⊗ h〉 = 〈∆f ∆sλ, g ⊗ h〉 =
= 〈
∑
i
ai ⊗ bi ·

∑
µ
sλ/µ ⊗ sµ, g ⊗ h〉 =

∑
i ,µ
〈ai sλ/µ ⊗ bi sµ, g ⊗ h〉 =

=
∑
i ,µ
〈ai sλ/µ, g〉〈bi sµ, h〉 =

∑
i ,µ
〈sλ/µ, a⊥i g〉〈sµ, b⊥i h〉 =

=
∑
i ,µ
〈sλ/µ ⊗ sµ, a

⊥
i g ⊗ b⊥i h〉 =

∑
i
〈∆sλ, a

⊥
i g ⊗ b⊥i h〉 =

= 〈sλ,
∑
i
a⊥i (g)b⊥i (h)〉 =⇒ QED.
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Операторы E⊥(t) и H⊥(t)

I E⊥(t) :=
∑
n≥0

e⊥n tn , H⊥(t) :=
∑
n≥0

h⊥n t
n .

I Это отображения Λ→ Λ[[t]].
I H⊥(t)ω = ωE⊥(t) (F) .
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Операторы E⊥(t) и H⊥(t)

I E⊥(t) :=
∑
n≥0

e⊥n tn , H⊥(t) :=
∑
n≥0

h⊥n t
n .

I Это отображения Λ→ Λ[[t]].
I H⊥(t)ω = ωE⊥(t) (F) .

Предложение

E⊥(t), H⊥(t) — гомоморфизмы колец.

Доказательство.
I ∆en =

∑
p+q=n

ep ⊗ eq =⇒ e⊥n (gh) =
∑

p+q=n
e⊥p (g)e⊥q (h).

I E⊥(t)(gh) =
∑
n≥0

tn
∑

p+q=n
e⊥p (g)e⊥q (h) =

=
∑
n≥0

∑
p+q=n

tpe⊥p (g) · tqe⊥q (h) = E⊥(t)(g) · E⊥(t)(h).

I Для H⊥(t) аналогично.
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Предложение

H⊥(t)H(u) =
1

1− tu
H(u)H⊥(t) .
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Предложение

H⊥(t)H(u) =
1

1− tu
H(u)H⊥(t) .

Доказательство.
I Будем считать, что hr = 0 при r < 0.

I h⊥m(hn) = hn−m =⇒ H⊥(t)(H(u)) =

( ∑
m≥0

h⊥mt
m

)(∑
n≥0

hnu
n

)
=

=
∑

m,n≥0
hn−mt

mun =
∑

k,m≥0
hku

k · umtm = 1
1−tuH(u).

I H⊥(t)(H(u)f ) = H⊥(t)(H(u)) · H⊥(t)(f ) = 1
1−tuH(u)H⊥(t)(f )

=⇒ QED.
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Предложение

H⊥(t)H(u) =
1

1− tu
H(u)H⊥(t) .

Доказательство.
I Будем считать, что hr = 0 при r < 0.

I h⊥m(hn) = hn−m =⇒ H⊥(t)(H(u)) =

( ∑
m≥0

h⊥mt
m

)(∑
n≥0

hnu
n

)
=

=
∑

m,n≥0
hn−mt

mun =
∑

k,m≥0
hku

k · umtm = 1
1−tuH(u).

I H⊥(t)(H(u)f ) = H⊥(t)(H(u)) · H⊥(t)(f ) = 1
1−tuH(u)H⊥(t)(f )

=⇒ QED.

(F) Вывести аналогичные формулы для H⊥(t)E (u), E⊥(t)E (u),
E⊥(t)H(u).
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Специализации

I Специализация Λ — (унитальный) гомоморфизм φ : Λ→ R , где R
— коммутативная Q-алгебра с единицей.
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Специализации

I Специализация Λ — (унитальный) гомоморфизм φ : Λ→ R , где R
— коммутативная Q-алгебра с единицей.

Простейший пример — подстановка φ(f ) = f (a1, a2, . . .), ai ∈ R (если
она формально корректно определена). Но есть и другие.

I Уменьшение числа переменных: Λn := QSn [x1, . . . , xn] и
rn(f ) = f (x1, . . . , xn, 0, 0, . . . ) =: f (x1, . . . , xn).
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Положим Π≤n := {λ ∈ Π: `(λ) ≤ n}.

Предложение

I {rn(mλ) : λ ∈ Π≤n}, {rn(eλ) : λ′ ∈ Π≤n}, {rn(hλ) : λ′ ∈ Π≤n},
{rn(pλ) : λ′ ∈ Π≤n}, {rn(sλ) : λ ∈ Π≤n} — Q-базисы в Λn.
Если λ 6∈ Π≤n, то rn(mλ) = rn(eλ′) = 0.

I Зададим ωn : Λn → Λn формулой ωn(eλ) = hλ при λ′ ∈ Π≤n.
Тогда ωn — инволютивный автоморфизм Λn

и ωn(pλ) = ελpλ при λ′ ∈ Π≤n.

Доказательство: (F) .

Следствие

dim Λn = #{λ ∈ Π: `(λ) ≤ n} .
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Рекуррентные соотношения для ek и hk

Лемма
ek(x1, . . . , xn) = ek(x1, . . . , xn−1) + xnek−1(x1, . . . , xn−1) ,

hk(x1, . . . , xn) = hk(x1, . . . , xn−1) + xnhk−1(x1, . . . , xn) .

Доказательство: очевидно (почему?).

8 / 14



И снова о числах Стирлинга

Вспомним:
I Числа Стирлинга 1 рода: (−1)n−ks(n, k) = число перестановок

из Sn с ровно k циклами.
I Числа Стирлинга 2 рода: S(n, k) = число разбиений множества [n]

на ровно k частей.
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И снова о числах Стирлинга

Вспомним:
I Числа Стирлинга 1 рода: (−1)n−ks(n, k) = число перестановок

из Sn с ровно k циклами.
I Числа Стирлинга 2 рода: S(n, k) = число разбиений множества [n]

на ровно k частей.

Лемма

I |s(n, k)| = |s(n − 1, k − 1)|+ (n − 1)|s(n − 1, k)|,
I S(n, k) = S(n − 1, k − 1) + kS(n − 1, k).

Доказательство: очевидно (почему?).
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Предложение

(1) s(n, k) = en−k(−1,−2, . . . ,−(n − 1)),
(2) S(n, k) = hn−k(1, . . . , k).
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Предложение

(1) s(n, k) = en−k(−1,−2, . . . ,−(n − 1)),
(2) S(n, k) = hn−k(1, . . . , k).

Доказательство:
(1) Доказано. Можно передоказать аналогично второму (F) .
(2) Индукция по n + k .

I База n = k = 0 =⇒ S(0, 0) = 1 = h0(∅);
n = 1 =⇒ S(1, 0) = 0 = h1(∅), S(1, 1) = 1 = h1(1).

I Переход: S(n, k) = S(n − 1, k − 1) + kS(n − 1, k) =
= hn−k(1, . . . , k − 1) + khn−k−1(1, . . . , k − 1) = hn−k(1, . . . , k).

10 / 14



Предложение

(1) s(n, k) = en−k(−1,−2, . . . ,−(n − 1)),
(2) S(n, k) = hn−k(1, . . . , k).

Следствие

Для любых m, n ≥ 1
m∑
j=0

s(n + 1, n + 1− j)S(n + m − j , n) = 0.
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Предложение

(1) s(n, k) = en−k(−1,−2, . . . ,−(n − 1)),
(2) S(n, k) = hn−k(1, . . . , k).

Следствие

Для любых m, n ≥ 1
m∑
j=0

s(n + 1, n + 1− j)S(n + m − j , n) = 0.

I (F) Найти производящую функцию
∞∑
n=k

S(n, k)xn−k .
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Рассмотрим ещё несколько специализаций, используемых в
перечислительных задачах.
I Главная специализация (порядка n) psn : Λ→ Q[q],

psn(f ) = f (1, q, q2, . . . , qn−1) .

I Пример: psn(pλ) =
`(λ)∏
i=1

1−qnλi

1−qλi
(F) .

I Стабильная главная специализация ps : Λ→ Q[[q]],

ps(f ) = f (1, q, q2, . . .) = lim
n→∞

psn(f ).

I Пример: ps(pλ) =
`(λ)∏
i=1

1
1−qλi

(F) .

I Специализация ps1
n : Λ→ Q — подстановка q = 1 в psn:

ps1
n(f ) = f (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

) =: f (1n).

I Пример: ps1(pλ) = n`(λ) (F) .
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1−qλi
(F) .

I Стабильная главная специализация ps : Λ→ Q[[q]],

ps(f ) = f (1, q, q2, . . .) = lim
n→∞

psn(f ).

Сходимость в Q[[q]]: limFi = F , где F (q) =
∑
n≥0

anq
n ⇐⇒

∀n ≥ 0 ∃N: [qn]Fi (q) = an при i ≥ N.

I Пример: ps(pλ) =
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i=1

1
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(F) .
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Экспоненциальная специализация

Но есть и специализации, не сводящиеся к подстановке!
I Экспоненциальная специализация ex : Λ→ Q[u]: ex(pn) = uδ1n .

I Таким образом, ex(P(t)) = u, ex(H(t)) = ex(E (t)) = eut .
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Экспоненциальная специализация

Но есть и специализации, не сводящиеся к подстановке!
I Экспоненциальная специализация ex : Λ→ Q[u]: ex(pn) = uδ1n .

I Таким образом, ex(P(t)) = u, ex(H(t)) = ex(E (t)) = eut .

Предложение

ex(f ) =
∑
n≥0

[x1x2 · · · xn]f · unn! .

Доказательство: достаточно проверить для pλ (F) .
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Следствие

I ex(mλ) =

{
un

n! , λ = (1n),

0 иначе;

I ex(pλ) =

{
un, λ = (1n),

0 иначе;

I ex(hλ) = ex(eλ) = u|λ|

λ1!λ2!...
;

I ex(sλ) = dimλ · u|λ||λ|! .

Доказательство:
I Первые три пункта — (F) .

I sλ =
∑
µ
Kλµmµ =⇒ ex(sλ) = Kλ,(1|λ|)

u|λ|

|λ|! = dimλ · u|λ||λ|! .
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И ещё одна специализация

I Специализация ex1 : Λ→ Q: ex1(f ) = ex(f )|u=1 .

I Таким образом, ex1(P(t)) = 1, ex1(H(t)) = ex1(E (t)) = et .

I Напоминание: положим x1 = . . . = xn = 1
n , xn+1 = xn+2 = . . . = 0 и

устремим n→∞ =⇒ E (t) = H(t) = et .
Следовательно, «ex1 = lim

n→∞
1
n ps1

n».

I (F) ex1(sλ/µ) = dim(λ/µ)
N! , где N = |λ/µ|.
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