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Пространство центральных функций на Sn

I Цикловый тип ρ(w) ∈ Πn перестановки w ∈ Sn: набор длин
циклов в разложении на дизъюнктные циклы.

I Классы сопряжённости в Sn: Cλ = {w ∈ Sn : ρ(w) = λ}, λ ∈ Πn.
I Было: #Cλ = n!

zλ
.

I CFn := {f : Sn → Q : f (σ−1gσ) = f (g) для любых g , σ ∈ Sn} —
пространство центральных функций на Sn.

I Характер любого представления Sn лежит в CFn; характеры
неприводимых представлений образуют базис CFn.

I Скалярное произведение в CFn:

〈f , g〉 :=
1
n!

∑
w∈Sn

f (w)g(w) =
∑
λ`n

1
zλ

f (λ)g(λ) .
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Характеристическое отображение Фробениуса

I Характеристическое отображение Фробениуса ch : CFn → Λn:

ch f =
1
n!

∑
w∈Sn

f (w)pρ(w) =
∑
µ

1
zµ

f (µ)pµ .

I Если fµ — характеристическая функция Cµ, то ch fµ = z−1
µ pµ.

I Вольность речи: π — представление Sn =⇒ chπ := chχπ.
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f (w)pρ(w) =
∑
µ
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zµ

f (µ)pµ .

I Если fµ — характеристическая функция Cµ, то ch fµ = z−1
µ pµ.

I Вольность речи: π — представление Sn =⇒ chπ := chχπ.

Предложение

ch — изометрия: 〈f , g〉CFn = 〈ch f , ch g〉Λn .

Доказательство:
〈ch f , ch g〉 = 〈

∑
λ

z−1
λ f (λ)pµ,

∑
µ
z−1
µ g(µ)pλ〉 =

∑
λ

z−1
λ f (λ)g(λ) = 〈f , g〉.
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I Рассмотрим C̃Fn := {f : Sn → Λ: f (σ−1gσ) = f (g) ∀g , σ ∈ Sn} и
положим Ψ(w) := pρ(w). Тогда Ψ ∈ C̃Fn и ch f = 〈f ,Ψ〉 .

I Рассмотрим естественное вложение Sm ×Sn ↪→ Sm+n (действие
на дополнительных подмножествах).

I v ∈ Sm, w ∈ Sn 7→ v × w ∈ Sm+n, и корректно определен
цикловый тип ρ(v × w) = ρ(v) ∪ ρ(w).

I Тогда Ψ(v × w) = Ψ(v)Ψ(w).
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положим Ψ(w) := pρ(w). Тогда Ψ ∈ C̃Fn и ch f = 〈f ,Ψ〉 .

I Рассмотрим естественное вложение Sm ×Sn ↪→ Sm+n (действие
на дополнительных подмножествах).

I v ∈ Sm, w ∈ Sn 7→ v × w ∈ Sm+n, и корректно определен
цикловый тип ρ(v × w) = ρ(v) ∪ ρ(w).

I Тогда Ψ(v × w) = Ψ(v)Ψ(w).

Хотим: определить на центральных функциях произведение,
соответствующее произведению симметрических функций.
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I Произведение индуцирования CFm×CFn → CFm+n. Достаточно
задать на характерах. Если f — характер Sm и g — характер Sn,

то f ◦ g := IndSm+n

Sm×Sn
(f × g) .
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I Произведение индуцирования CFm×CFn → CFm+n. Достаточно
задать на характерах. Если f — характер Sm и g — характер Sn,

то f ◦ g := IndSm+n

Sm×Sn
(f × g) .

I Положим CF := CF0⊕CF1⊕ . . ..
I Скалярное произведение в CF: это разложение ортогонально.
I Произведение ◦ продолжаем на CF по билинейности.
I Итого, CF — коммутативная ассоциативная градуированная

Q-алгебра с единицей 1 ∈ CF0.
I Распространим ch до линейного отображения ch : CF→ Λ —

характеристическое отображение Фробениуса.
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Предложение

ch : CF→ Λ = ΛQ — изоморфизм колец.
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Предложение

ch : CF→ Λ = ΛQ — изоморфизм колец.

Доказательство.
I Гомоморфность:

ch(f ◦ g) = ch(IndSm+n

Sm×Sn
(f × g)) = 〈IndSm+n

Sm×Sn
(f × g),Ψ〉 =

= 〈f × g ,ResSm+n

Sm×Sn
Ψ〉Sm×Sn = 1

m!n!

∑
u∈Sm

∑
v∈Sn

f (u)g(v)Ψ(u × v) =

= 1
m!n!

∑
u∈Sm

∑
v∈Sn

f (u)g(v)Ψ(u)Ψ(v) = 〈f ,Ψ〉Sm〈g ,Ψ〉Sn =

= (ch f )(ch g).
I Биективность: ch fµ = z−1

µ pµ, а {fµ} и {pλ} — базисы.
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Характеры модулей Юнга

I α = (α1, . . . , α`) — разложение n  подгруппа Юнга
Sα := Sα1 × . . .×Sα` ⊂ Sn.

I α и β отличаются перестановкой координат =⇒ Sα и Sβ

сопряжены в Sn =⇒ IndSn
Sα

idSα и IndSn
Sβ

idSβ эквивалентны.

I ηα := характер IndSn
Sα

idSα .

I Замечание: idSn = η(n).
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Предложение

(a) ch idSn = hn ; (b) ch ηα = hα .
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Доказательство.
I (a) ch idSn =

∑
λ`n

z−1
λ pλ = hn.

I (b) IndSn
Sα

idSα = IndSn
Sα

(idSα1
⊗ . . .⊗ idSα`

) =⇒
ηα = η(α1) ◦ . . . ◦ η(α`), а ch — гомоморфизм колец.
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Кольцо виртуальных характеров

I Rn := Z-модуль, порождённый неприводимыми характерами Sn

= множество виртуальных характеров Sn.
I Это решётка (дискретная подгруппа макс. ранга) в CFn.

I Неприводимые характеры образуют ортонормированный базис
в Rn; это единственный ортонормированный базис с точностью до
знака и порядка элементов (матрица перехода целочисленная и
ортогональная =⇒ перестановочная со знаками).

I R :=
⊕
n≥0

Rn — коммутативное ассоциативное градуированное

кольцо с единицей, снабжённое скалярным произведением.
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Теорема

ch : R → ΛZ — изоморфизм колец.
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Теорема

ch : R → ΛZ — изоморфизм колец.

Доказательство.
I Надо: ch(R) = ΛZ.
I Знаем: ch(ηα) = hα ∈ ΛZ =⇒ достаточно: любой неприводимый

характер есть целочисленная линейная комбинация ηα.

I ψλ := det(ηλi−i+j) ∈ Rn =⇒ chψλ = sλ ∈ ΛZ.
I ch — изометрия =⇒ 〈ψλ, ψµ〉 = δλµ =⇒ ψλ — неприводимые

характеры Sn с точностью до знака.
I Таким образом, {ψλ}λ`n — базис в Rn, chψλ ∈ ΛZ =⇒ QED.
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Вспомним правило Мурнагана–Накаямы:
sλ =

∑
ν

1
zν
χλ(ν)pν , где χλ(µ) :=

∑
T∈BST(λ,µ)

(−1)ht(T ).
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sλ =

∑
ν

1
zν
χλ(ν)pν , где χλ(µ) :=

∑
T∈BST(λ,µ)

(−1)ht(T ).

Теорема

Функции χλ(µ) из правила Мурнагана–Накаямы — неприводимые
характеры Sn.

Доказательство.
I По правилу Мурнагана–Накаямы ch(χλ) =

∑
µ
z−1
µ χλ(µ)pµ = sλ

=⇒ χλ = ψλ =⇒ либо χλ, либо −χλ — неприводимый характер.
I χλ(1n) = dimλ > 0 =⇒ именно χλ.
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Симметрические функции и представления

I chχλ = sλ .

I Матрица перехода M(p, s) = таблица характеров Sn:

pρ =
∑
λ

χρ(λ)sλ .

I χλ(µ) = 〈sλ, pµ〉 .

I dimλ = χλ(1n) = dimπλ.
I Размерность (степень) произвольного характера χ равна

dimχ = 〈chχ, pn1〉 = 〈chχ, s(1n)〉 .

I
∑
λ`n

(dimλ)2 = n! — формула Бернсайда.

I Соотношения ортогональности выше = соотношения
ортогональности для характеров.
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Симметрические функции и представления

Следствие (правило Мурнагана–Накаямы)

χλ(µ) =
∑

T∈BST(λ,µ)

(−1)ht(T ) .
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Следствие (правило Мурнагана–Накаямы)

χλ(µ) =
∑

T∈BST(λ,µ)

(−1)ht(T ) .

Следствие (формула Фробениуса для характеров)

χλ(α) = [xλ+δ] (aδpα(x)) = [xλ]
∏
i<j

(1− xi
xj

)pα ,

где число переменных N ≥ `(λ).
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Симметрические функции и представления

Следствие (правило Мурнагана–Накаямы)

χλ(µ) =
∑

T∈BST(λ,µ)

(−1)ht(T ) .

Следствие (формула Фробениуса для характеров)

χλ(α) = [xλ+δ] (aδpα(x)) = [xλ]
∏
i<j

(1− xi
xj

)pα ,

где число переменных N ≥ `(λ).

Следствие

Коэффициенты Литтлвуда–Ричардсона cλµν ≥ 0.

Доказательство: cλµν = 〈sλ, sµsν〉 = 〈χλ, χµ ◦ χν〉 ≥ 0, так как χµ ◦ χν
— характер.
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Правило Юнга

Задача разложения произвольного представления Sn на
неприводимые сводится к задаче разложения соответствующей
характеристики по базису функций Шура!
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Правило Юнга

Задача разложения произвольного представления Sn на
неприводимые сводится к задаче разложения соответствующей
характеристики по базису функций Шура!

Предложение (правило Юнга)

α — разложение n и λ ` n =⇒ 〈ηα, χλ〉 = Kλα , т.е.

〈IndSn
Sα

idSα , πλ〉 = Kλα .

Доказательство: ch ηα = hα =⇒ 〈ηα, χλ〉 = 〈hα, sλ〉 = Kλα.
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Примеры

I ch idn = hn, ch ηα = hα;
I chπλ = sλ;

I (F) ch sgnn = en;
I (F) ch(sgnn⊗π) = ω(chπ);
I (F) ch Regn = hn1 (соответственно, hn1 =

∑
λ`n

dimλ · sλ ⇐⇒ каждое

неприводимое входит в регулярное с кратностью = размерности).
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