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Разложения и подгруппы Юнга

I Разложение [n] типа α = (a1, . . . , ak) ∈ Comp(n) – упорядоченное
разбиение [n] = tAj , где |Aj | = aj .

I Пример: ({3}, {1, 4}, {2}) – разложение [4] типа (1, 2, 1).
I Ωα := множество всех разложений типа α.

На нём транзитивно действует Sn.

I A ∈ Ωα  Stab(A) = Sa1 × . . .×Sak = Sα – подгруппа Юнга
типа α.
Таким образом, Ωα ' Sn/Sα.

I α и β получаются друг из друга перестановкой =⇒ Ωα ' Ωβ .
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Модули Юнга

I Модуль Юнга типа α = индуцированное представление

Mα := IndSn
Sα

idα = L(Ωα), где idα = idSα .

I Нас интересует разложение Mλ на неприводимые:

Mλ =
∑
µ

cλµπµ,

где cλµ := 〈πµ,Mλ〉.

3 / 1



Порядки на разбиениях

I Порядок по доминированию (частичный):
λE µ ⇐⇒ λ1 + . . .+ λj 6 µ1 + . . .+ µj для всех j .

I Пример: (3, 3)E (4, 2). Но (3, 3) и (4, 12) не сравнимы.
I (F) λE µ ⇐⇒ µ′ E λ′.

I Обратный лексикографический порядок (полный):

λ
R
< µ ⇐⇒ ∃j : λi = µi при i = 1, . . . , j − 1 и λj < µj .

I (F) Порядки согласованы: λE µ =⇒ λ
R
6 µ.

I Матрица M = (M(λ, µ))λ,µ`n – строго верхняя унитреугольная
⇐⇒ M(λ, µ) = 0 при λ 4 µ и M(λ, λ) = 1.

Тогда она строго верхняя унитреугольная относительно
R
<.

I Строго верхняя унитреугольная матрица M обратима. Если M
целочисленная, то M−1 тоже целочисленная строго верхняя
унитреугольная.
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Полустандартные таблицы Юнга

Пусть λ ` n, α = (a1, . . . , ak) ∈ Comp(n).
I Полустандартная таблица Юнга формы λ ∈ Πn и типа α –

заполнение λ числами 1, . . . , k , такое, что
I строгое возрастание по столбцам, нестрогое по строкам;
I число i встречается ai раз.

I Пример. Полустандартная таблица формы (6, 4, 2, 2, 1) и типа
(4, 3, 3, 1, 2, 2):

I Клетки с i – горизонтальная полоса!
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Числа Костки

I SSYT(λ, α) – множество полустандартных таблиц формы λ
типа α.

I Kλα := # SSYT(λ, α) – число Костки.
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Числа Костки

I SSYT(λ, α) – множество полустандартных таблиц формы λ
типа α.

I Kλα := # SSYT(λ, α) – число Костки.

Лемма (унитреугольность чисел Костки)

I Kλα 6= 0 =⇒ λD α.
I Kλλ = 1.

Доказательство.
I Kλα 6= 0 =⇒ ∃T ∈ SSYT(λ, α).
I k не может быть ниже k-й строки =⇒ все элементы 1, . . . , k в

первых k строках =⇒ a1 + . . .+ ak ≤ λ1 + . . .+ λk .
I Если α = λ, то Tij = i для всех клеток =⇒ Kλλ = 1.
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Числа Костки

I SSYT(λ, α) – множество полустандартных таблиц формы λ
типа α.

I Kλα := # SSYT(λ, α) – число Костки.

Лемма (унитреугольность чисел Костки)

I Kλα 6= 0 =⇒ λD α.
I Kλλ = 1.

Замечание. Таким образом, если ν D (a1, . . . , ai ) и µ/ν –
горизонтальная k-полоса, то µD (a1, . . . , ai , k).
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Редуцированный граф Юнга

I α = (a1, . . . , ak) ∈ Comp(n)  редуцированный граф Юнга Yα:
I множество Γi вершин i-го этажа = множество диаграмм

ν ` a1 + . . .+ ai , таких, что ν D (a1, . . . , ai );
I вершины ν ∈ Γi и µ ∈ Γi+1 соединены ребром ⇐⇒
⇐⇒ µ/ν – горизонтальная полоса (очевидно, размера ai+1).

I Пример: Y(2,2,2)

I Пути в Yα от ∅ до вершины µ ↔ SSYT(µ, α).
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Чего хотим-то?

I Вспомним, чего мы вообще хотим: разложить представление
Mα := IndSn

Sα
idSα на неприводимые.

I 〈ρ, IndSn
Sα

idSα〉 6= 0 ⇐⇒ 〈ResSn
Sα

ρ, idSα〉 6= 0.

I Итого: ρ ∈ IndSn
Sα

idSα ⇐⇒ ρ содержит нетривиальный
Sα-инвариантный вектор.

Таким образом, можно (временно) ограничиться изучением только
представлений Sn, содержащих нетривиальный Sα-инвариантный
вектор.
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«Относительные» диаграммы Браттели

Фиксируем пару конечных групп K ⊂ G . Нас интересуют
представления G и её подгрупп, содержащие K -инвариантные векторы.

Пусть K ⊂ H ⊂ G и θ ∈ Ĥ.
I θ содержит K -инвариантный вектор v 6= 0 ⇐⇒
⇐⇒ 〈ResHK θ, idK 〉 6= 0⇐⇒ 〈θ, IndH

K idK 〉 6= 0.
I ĤK = множество таких представлений H.
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представления G и её подгрупп, содержащие K -инвариантные векторы.

Пусть K ⊂ H ⊂ G и θ ∈ Ĥ.
I θ содержит K -инвариантный вектор v 6= 0 ⇐⇒
⇐⇒ 〈ResHK θ, idK 〉 6= 0⇐⇒ 〈θ, IndH

K idK 〉 6= 0.
I ĤK = множество таких представлений H.

Пусть есть цепочка G = Hm ⊃ Hm−1 ⊃ . . . ⊃ H2 ⊃ H1 = K .
I Диаграмма Браттели этой цепочки для пары (G ,K ):

I множество вершин j-го этажа = ĤK
j .

I θ ∈ ĤK
j и η ∈ ĤK

j+1 соединены ребром ⇐⇒ 〈θ,Res
Hj+1
Hj

η〉 = 1.
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Простое ветвление

I H – подгруппа без кратностей для пары (G ,K )
⇐⇒ 〈θ,ResGH ρ〉 6 1 для любого θ ∈ ĤK и ρ ∈ ĜK

⇐⇒ 〈IndG
H θ, ρ〉 6 1 для любого θ ∈ ĤK и ρ ∈ ĜK .

I Цепочка G = Hm ⊃ Hm−1 ⊃ . . . ⊃ H2 ⊃ H1 = K имеет простое
ветвление для пары (G ,K ) ⇐⇒ Hj – подгруппа без кратностей
для пары (Hj+1,K ) при j = 1, . . . ,m − 1.

I Если имеется цепочка с простым ветвлением для (G ,K ), то
можно повторить конструкцию базиса Гельфанда–Цетлина и
получить ортогональный базис в пространстве представления
IndG

K idK , т.е. в L(G/K ).
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Пусть α = (a1, . . . , ak) ∈ Comp(n)  положим
I G = Sn, K = Sα,
I Hi = Sa1+...+ai ×Sai+1 × . . .×Sak .

Получаем индуктивную цепочку подгрупп

G = Hk ⊃ Hk−1 ⊃ . . . ⊃ H2 ⊃ H1 = K .
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Пусть α = (a1, . . . , ak) ∈ Comp(n)  положим
I G = Sn, K = Sα,
I Hi = Sa1+...+ai ×Sai+1 × . . .×Sak .

Получаем индуктивную цепочку подгрупп

G = Hk ⊃ Hk−1 ⊃ . . . ⊃ H2 ⊃ H1 = K .

Теорема

(1) Эта цепочка имеет простое ветвление для (Sn,Sα).
(2) Соответствующая диаграмма Браттели совпадает с

редуцированным графом Юнга Yα.
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Доказательство теоремы

I Было: λ ` n, µ ` n − k =⇒

〈πµ ⊗ π(k),ResSn
Sn−k×Sk

πλ〉 =

{
1, λ/µ ∈ HS(k),

0 иначе.

I Тогда ResSn
Sa1+...+ak−1×Sak

πλ =

( ⊕
λ/ν∈HS(ak )

πν ⊗ π(ak )

)
⊕W ,

где W состоит из представлений вида πν ⊗ πθ, где θ ` ak ,
θ 6= (ak), т.е. не содержащих нетривиальных Sα-инвариантных
векторов =⇒ простое ветвление для (Sn,Sα).

I Итерируем: πλ ∈ SSa
n ⇐⇒ существует цепочка

(a1) = ν(1) ⊂ ν(2) ⊂ . . . ⊂ ν(k) = λ,

где ν(j) ` a1 + . . .+ aj и ν(j+1)/ν(j) ∈ HS(aj+1) =⇒ QED.
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Правило Юнга

Теорема (правило Юнга)

Кратность неприводимого представления πλ в модуле Юнга Mα равна
числу Костки Kλα:

〈πλ,Mα〉 = Kλα .

Таким образом, Mα =
⊕
λDα

Kλαπλ.
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〈πλ,Mα〉 = Kλα .

Таким образом, Mα =
⊕
λDα

Kλαπλ.

Доказательство:
〈πλ, IndSn

Sα
idα〉 = 〈ResSn

Sα
πλ, idα〉 = число путей в Yα от ∅ до λ

= # SSYT(λ, α) = Kλα.
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Kλαπλ.

Доказательство:
〈πλ, IndSn

Sα
idα〉 = 〈ResSn

Sα
πλ, idα〉 = число путей в Yα от ∅ до λ

= # SSYT(λ, α) = Kλα.

Следствие

α и β отличаются перестановкой элементов =⇒ Kλα = Kλβ .

Т.о. матрица чисел Костки (Kλµ) – строго верхняя унитреугольная. 13 / 1



Модули M̃α

Что мы выяснили про разложение модуля Юнга на неприводимые?
I πµ входит в Mλ =⇒ µD λ,
I кратность πλ в Mλ равна 1.
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неприводимые оно?

I Напоминание: πλ′ = πλ ⊗ εn, где εn = εSn .

Лемма
IndG

H ResGH π ' π ⊗ IndG
H idH .

Доказательство. Пусть V – пространство π и S – система
представителей G/H. Тогда л.ч. =

⊕
s∈S

sV , п.ч. = V ⊗ L(G/H) и легко

проверить, что естественный изоморфизм – сплетающий оператор (F)
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Предложение

M̃λ′ =
⊕
µEλ

Kµ′λ′πµ.
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Соответствие Фробениуса–Юнга

Итого:
I πµ входит в Mλ при µD λ,

I πµ входит в M̃λ′ при µE λ,

I кратность πλ в Mλ и M̃λ′ равна 1.
Значит, πλ – единственное общее неприводимое подпредставление в
Mλ и M̃λ′ .

Следствие (соответствие Фробениуса–Юнга)

πλ можно охарактеризовать как единственное неприводимое
представление, содержащееся одновременно в Mλ и M̃λ′ .
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πλ можно охарактеризовать как единственное неприводимое
представление, содержащееся одновременно в Mλ и M̃λ′ .

Замечание. Матрица чисел Костки (Kµλ)µ,λ`n – целочисленная
строго верхняя унитреугольная =⇒ обратная матрица (K̃µλ)µ,λ`n
также целочисленная строго верхняя унитреугольная =⇒

ψµ =
∑
λDµ

Kλµχ
λ, χλ =

∑
µDλ

K̃µλψ
λ.

16 / 1


