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Косые представления

I Косая диаграмма λ/µ  косой характер χλ/µ: chχλ/µ = sλ/µ.

I 〈χλ/µ, χν〉 = 〈sλ/µ, sν〉 = cλµν > 0 =⇒ это характер настоящего
косого представления πλ/µ.

I dimπλ/µ = 〈sλ/µ, s(1n)〉 = Kλ/µ,(1)n = # SYT(λ/µ).

I cλµν = 〈χλ/µ, χν〉 = 〈sλ/µ, sν〉 = 〈sλ, sµsν〉 =

〈χλ, IndSm+n

Sm×Sn
(χµ × χν)〉 = 〈ResSm+n

Sm×Sn
χλ, χµ × χν〉 =⇒

ResSm+n

Sm×Sn
χλ =

∑
µ,ν

cλµν(χµ × χν) =
∑
µ⊆λ

χµ × χλ/µ.
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I (F) Симметричные матрицы Ms
n := {(aij)ni ,j=1 : aij = aji , aii = 0}.

Пусть πsn — представление Sn в Ms
n.

Тогда πsn = IndSn
Sn−2×S2

id =⇒ chπsn = hn−2h2 = s(n−2)h2 =

=
∑

λ : λ/(n−2)∈HS(2)
sλ = s(n) + s(n−1,1) + s(n−2,2) =⇒

πsn = π(n) + π(n−1,1) + π(n−2,2).
I π(n) = {(aij) ∈ Ms

n : aij ≡ a}.
I π(n−1,1) = {(aij) ∈ Ms

n : aij = αi + αj , где (αi ) ∈ Cn,
∑
αi = 0}.

I π(n−2,2) = {(aij) ∈ Ms
n :
∑
j

aij = 0 для любого i}.

I (F) Кососимметричные матрицы Ma
n := {(aij)ni ,j=1 : aij = −aji}.

Пусть πan — представление Sn в Ma
n .

Тогда πan = IndSn
Sn−2×S2

(idn−2× sgn2) =⇒
chπan = hn−2e2 =

∑
λ : λ/(n−2)∈VS(2)

sλ = s(n−1,1) + s(n−2,12) =⇒

πan = π(n−1,1) + π(n−2,12).
I π(n−1,1) = {(aij) ∈ Ma

n : aij = αi − αj , где (αi ) ∈ Cn,
∑
αi = 0}.

I π(n−2,12) = {(aij) ∈ Ma
n :
∑
j

aij = 0 для любого i}.

3 / 7



I (F) Симметричные матрицы Ms
n := {(aij)ni ,j=1 : aij = aji , aii = 0}.

Пусть πsn — представление Sn в Ms
n.

Тогда πsn = IndSn
Sn−2×S2

id =⇒ chπsn = hn−2h2 = s(n−2)h2 =

=
∑

λ : λ/(n−2)∈HS(2)
sλ = s(n) + s(n−1,1) + s(n−2,2) =⇒

πsn = π(n) + π(n−1,1) + π(n−2,2).
I π(n) = {(aij) ∈ Ms

n : aij ≡ a}.
I π(n−1,1) = {(aij) ∈ Ms

n : aij = αi + αj , где (αi ) ∈ Cn,
∑
αi = 0}.

I π(n−2,2) = {(aij) ∈ Ms
n :
∑
j

aij = 0 для любого i}.

I (F) Кососимметричные матрицы Ma
n := {(aij)ni ,j=1 : aij = −aji}.

Пусть πan — представление Sn в Ma
n .

Тогда πan = IndSn
Sn−2×S2

(idn−2× sgn2) =⇒
chπan = hn−2e2 =

∑
λ : λ/(n−2)∈VS(2)

sλ = s(n−1,1) + s(n−2,12) =⇒

πan = π(n−1,1) + π(n−2,12).
I π(n−1,1) = {(aij) ∈ Ma

n : aij = αi − αj , где (αi ) ∈ Cn,
∑
αi = 0}.

I π(n−2,12) = {(aij) ∈ Ma
n :
∑
j

aij = 0 для любого i}.

3 / 7



Обязательные упражнения

I (F) Разложить на неприводимые следующие представления Sn:
I действие на k-подмножествах в [n];
I действие на упорядоченных парах элементов из [n].

I (F) Найти χλ((n)) и χλ/µ((n)).
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Ещё один пример

I V – векторное пространство над Q с базисом v1, . . . , vn =⇒
Sn действует на V перестановками координат: w · vi = vw−1(i).

I Sn действует на ΛkV : w(vi ∧ vj ∧ · · · ) = vw−1(i) ∧ vw−1(j) ∧ · · · .

Как это представление ρk раскладывается на неприводимые?

I A – оператор на V с с.ч. θ1, . . . , θn =⇒ ΛkA – оператор на ΛkV с
с.ч. θi1 · · · θik , 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n.

I
n∑

k=0

(
tr ΛkA

)
(−q)k = (1− θ1q) · · · (1− θnq) = det(I − qA).

I w ∈ Sn – циклового типа µ = (µ1, . . . , µ`) =⇒
det(I − qw) = (1− qµ1) (1− qµ2) · · · (1− qµ`).

I Ψk := χρk =⇒
n∑

k=0
Ψk(w)(−q)k = (1− qµ1) (1− qµ2) · · · (1− qµ`).

I
n∑

k=0
(ch Ψk) (−q)k = 1

n!

∑
w∈Sn
ρ(w)=µ

(1− qµ1) · · · (1− qµ`) pµ1 · · · pµ` .
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I pj(−qx) = (−1)jqjpj(x) и ω(pj) = (−1)j−1pj =⇒
(1− qj)pj(x) = ωypj(x , y)|y=−qx .

I
n∑

k=0
(ch Ψk) (−q)k = ωy

[
1
n!

∑
w
pρ(w)(x , y)

]
y=−qx

=

= ωyhn(x , y)|y=−qx = ωy

n∑
j=0

sj(x)sn−j(y)|y=−qx =

=
n∑

j=0
sj(x)s1n−j (y)|y=−qx =

n∑
j=0

(−q)n−jsj(x)s1n−j (x).

I Обозначим γj := (n − j , 1j). По правилу Пиери
sjs1n−j = sγn−j + sγn−j−1 .

I
n∑

k=0
ch Ψkq

k =
n∑

j=0
qn−j(sγn−j + sγn−j−1) =⇒ ch Ψk = sγk + sγk−1 .
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k =
n∑

j=0
qn−j(sγn−j + sγn−j−1) =⇒ ch Ψk = sγk + sγk−1 .

Итого: ρk = πγk + πγk−1 .
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И ещё один пример

I Аналогично Sn действует на Qk [v1, . . . , vn]:
w(va1

1 va2
2 · · · ) = va1

w−1(1)v
a2
w−1(2) · · · .

I ψk := характер этого представления (чему равна его степень?).

Найдём
∑
k≥0

(
chψk

)
qk .

I A – оператор на V с с.ч. θ1, . . . , θn =⇒ SkA – оператор на
Qk [v1, . . . , vn] с с.ч. θi1 · · · θik , 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n.

I
∑
k≥0

(
trSkA

)
qk = 1

(1−θ1q)···(1−θnq) = 1
det(I−qA) .

I
∑
k≥0

(
chψk

)
qk = 1

n!

∑
w∈Sn
ρ(w)=µ

pµ1 ···pµ`
(1−qµ1 )···(1−qµ` ) =

= 1
n!

∑
w∈Sn
ρ(w)=µ

pµ(1, q, q2, . . . )pµ =
∑
λ`n

sλ(1, q, q2, . . . )sλ.
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