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Характеры индуцированных представлений

I x = (x1, . . . , xN) – набор переменных;
I Симметрические степенные суммы:

I pk(x) :=
∑
j

xkj ,

I λ = (k ik )  pλ(x) :=
∏
k>1

pk(x)ik ;

I xλ :=
∏
j
x
λj
j .
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I λ = (k ik )  pλ(x) :=
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pk(x)ik ;

I xλ :=
∏
j
x
λj
j .

Напоминание: ψλ – характер представления Mλ = IndSn
Sλ

idSλ .

Теорема (характеры индуцированных представлений)

Если g ∈ Sn – перестановка циклового типа µ, то

ψλ(g) = [xλ]pµ(x) ,

где предполагается, что N > `(λ).
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Доказательство

I Вспомним формулу Фробениуса:

χIndGK ρ
(g) =

∑
s∈S: s−1gs∈K

χρ(s−1gs) =
1
|K |

∑
x∈G : x−1gx∈K

χρ(x−1gx).

I Таким образом,

ψλ(g) =
1∏
λj !
·#{x ∈ Sn : x−1gx ∈ Sλ}.

I Пусть Zg – централизатор g . Имеем:

#{. . .} = #(Cµ ∩Sλ) ·#Zg .

I Пусть µ = (k ik ). Знаем:

#Zg =
n!

#Cµ
=
∏

k ik ik !.
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Продолжение доказательства

I Подсчитаем #(Cµ ∩Sλ).
I σ ∈ Cµ ∩Sλ  набор разбиений (k rjk ) ` λj на длины циклов;
I
∑
j

rjk = ik .

I Таким образом,

#(Cµ ∩Sλ) =
∑
r

∏
j>1

λj !∏
k>1

k rjk rjk !
,

где сумма по r = (rjk) : rjk > 0,
∑
k

krjk = λj ,
∑
j
rjk = ik .

I Итого:

ψλ(g) =

∏
k ik ik !∏
λj !

·#(Cµ ∩Sλ) =
∑
r

∏
k

ik !∏
j
rjk !

.

I Но это в точности [xλ]
∏
k>1

(xk1 + . . .+ xkN)ik (именно, rjk – число

раз, когда мы выбираем в скобке слагаемое xkj ).

4 / 14



Продолжение доказательства

I Подсчитаем #(Cµ ∩Sλ).
I σ ∈ Cµ ∩Sλ  набор разбиений (k rjk ) ` λj на длины циклов;
I
∑
j

rjk = ik .

I Таким образом,

#(Cµ ∩Sλ) =
∑
r

∏
j>1

λj !∏
k>1

k rjk rjk !
,

где сумма по r = (rjk) : rjk > 0,
∑
k

krjk = λj ,
∑
j
rjk = ik .

I Итого:

ψλ(g) =

∏
k ik ik !∏
λj !

·#(Cµ ∩Sλ) =
∑
r

∏
k

ik !∏
j
rjk !

.

I Но это в точности [xλ]
∏
k>1

(xk1 + . . .+ xkN)ik (именно, rjk – число

раз, когда мы выбираем в скобке слагаемое xkj ).

4 / 14



Продолжение доказательства

I Подсчитаем #(Cµ ∩Sλ).
I σ ∈ Cµ ∩Sλ  набор разбиений (k rjk ) ` λj на длины циклов;
I
∑
j

rjk = ik .

I Таким образом,

#(Cµ ∩Sλ) =
∑
r

∏
j>1

λj !∏
k>1

k rjk rjk !
,

где сумма по r = (rjk) : rjk > 0,
∑
k

krjk = λj ,
∑
j
rjk = ik .

I Итого:

ψλ(g) =

∏
k ik ik !∏
λj !

·#(Cµ ∩Sλ) =
∑
r

∏
k

ik !∏
j
rjk !

.

I Но это в точности [xλ]
∏
k>1

(xk1 + . . .+ xkN)ik (именно, rjk – число

раз, когда мы выбираем в скобке слагаемое xkj ).
4 / 14



Пример

Теорема (характеры индуцированных представлений)

Если g ∈ Sn – перестановка циклового типа µ, то

ψλ(g) = [xλ]pµ(x) ,

где предполагается, что N > `(λ).

Пусть λ = (2, 1) =⇒ достаточно N = 2 и xλ = x2
1x2.

I При µ = (3) имеем p(3) = x3
1 + x3

2 =⇒ ψλ(µ) = 0.
I При µ = (21) имеем p(21) = (x2

1 + x2
2 )(x1 + x2) =⇒ ψλ(µ) = 1.

I При µ = (13) имеем p(13) = (x1 + x2)3 =⇒ ψλ(µ) = 3.
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Формула Фробениуса

I ∆(x) :=
∏

1≤i<j≤N
(xi − xj) = det(xN−ji )Ni ,j=1 – определитель

Вандермонда.
I δ := (N − 1,N − 2, . . . , 1, 0) – лестничная диаграмма.
I xλ+δ =

∏
j
x
λj+N−j
j , где N > `(λ).

Теорема (формула Фробениуса для характеров)

Если g ∈ Sn – перестановка циклового типа µ, то

χλ(g) = [xλ+δ] (∆(x)pµ(x)) .

Переформулировка:

χλ(g) = [xλ]

∏
i<j

(
1−

xj
xi

)
pµ(x)

 .
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Доказательство

I θλ(·) := п.ч. как функция классов.
I Утверждение:

θλ =
∑
µDλ

Lµλχ
µ, где Lµλ ∈ Z и Lλλ = 1.

I Вспомним: [xλ]pµ(x) = ψλ(µ).

I ∆(x) =
∑

σ∈SN

(−1)σ
∏

x
σ(N−j)
i =

∑
σ∈SN

(−1)σxσ(δ).

I θλ(µ) = [xλ+δ] (∆(x)pµ(x)) =
∑

σ∈SN

(−1)σ[xλ+δ](xσ(δ)pµ(x)) =

=
∑

σ∈SN

(−1)σ[xλ+δ−σ(δ)]pµ(x) =
∑

σ∈SN

(−1)σψλ+δ−σ(δ)(µ).

I λ+ δ − σ(δ) получается из λ добавлением векторов вида ei − ej ,
где i < j , =⇒ λ+ δ − σ(δ)D λ и равенство только при σ = e.

I В Mλ+δ−σ(δ) входят только πµ с µD λ+ δ − σ(δ)D λ =⇒ ОК.
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I Достаточно: 〈θλ, θλ〉 = 1.
Тогда

∑
L2
µλ = 1 =⇒ Lµλ = 0 при µ 6= λ =⇒ θλ = χλ.

I 〈θλ, θλ〉 =

=
1
n!

∑
ρ=(k ik )

#Cρ·θλ(ρ)2 =
∑

ρ=(k ik )

[xλ+δ](∆(x)pµ(x))[yλ+δ](∆(y)pµ(y))∏
k

k ik ik !
.

I R(x , y) := ∆(x)∆(y)S(x , y), где

S(x , y) :=
∑
(ik )

∏
k

(pk(x))ik (pk(y))ik

k ik ik !
=
∑
(ik )

∏
k

(
pk ({xsyt})

k

)ik
ik !

,

сумма по (i1, i2, . . .) ∈ Zn
+. Тогда 〈θλ, θλ〉 = [xλ+δyλ+δ]R(x , y).
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I S(x , y) =
∞∑

i1=0

∞∑
i2=0

. . . (p1/1)i1 (p2/2)i2 ...
i1!i2!...

=
∞∏
k=1

( ∞∑
ik=0

(pk/k)
ik

ik !

)
=

=
∞∏
k=1

exp
(
pk ({xsyt})

k

)
=
∞∏
k=1

exp
(∑

s,t

xks y
k
t

k

)
=

= exp
(∑

s,t

∑
k

xks y
k
t

k

)
= exp

(
−
∑
s,t

ln(1− xsyt)
)

=
∏
s,t

(1− xsyt)
−1.

I Итого:

R(x , y) =

∏
i<j

(xi − xj)(yi − yj)∏
i ,j

(1− xiyj)
.
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Лемма

∏
i<j

(zj − zi )(yi − yj)∏
i ,j

(zi − yj)
= det

( 1
zi − yj

)
.
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Лемма

∏
i<j

(zj − zi )(yi − yj)∏
i ,j

(zi − yj)
= det

( 1
zi − yj

)
.

Доказательство.
I Умножим обе части на

∏
i ,j

(zi − yj):

∏
i<j

(zj − zi )(yi − yj) = det
( 1
zi − yj

)∏
i ,j

(zi − yj).

I П.ч. = 0 при zi = zj или yi = yj =⇒ делится на ∆(z)∆(y) = л.ч.
I Обе части – однородные многочлены степени N(N − 1) =⇒

л.ч. = cN ·п.ч.
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Продолжение доказательства

I Пусть AN :=

∏
i<j

(zj−zi )(yi−yj )∏
i,j
(zi−yj ) , BN := det

(
1

zi−yj

)
.

Имеем: AN = cN · BN .
I Докажем, что cN = 1, индукцией по N.

I База N = 1 очевидна.
I Переход:

(zN − yN)AN |zN=yN = AN−1

∏
i<N

(zN − zi )(yi − yN)∏
i<N

(zN − yi )(zi − yN)
|zN=yN = AN−1,

(zN − yN)BN |zN=yN = BN−1 =⇒ cN = 1 по предположению
индукции.
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Тождество Коши

Следствие (тождество Коши)

R(x , y) = det
( 1
1− xiyj

)
=
∑
σ∈SN

(−1)σ

N∏
j=1

(1− xjyσ(j))

.

12 / 14



Тождество Коши

Следствие (тождество Коши)

R(x , y) = det
( 1
1− xiyj

)
=
∑
σ∈SN

(−1)σ

N∏
j=1

(1− xjyσ(j))

.

Доказательство.

I Вспомним: R(x , y) =

∏
i<j

(xi−xj )(yi−yj )∏
i,j
(1−xiyj ) .

I Лемма:

∏
i<j

(zj−zi )(yi−yj )∏
i,j
(zi−yj ) = det

(
1

zi−yj

)
.

I Подставим zi = 1/xi =⇒ QED.
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Окончание доказательства теоремы

I Вспоминаем: 〈θλ, θλ〉 = [xλ+δyλ+δ]R(x , y), хотим 〈θλ, θλ〉 = 1.

I Доказали: R(x , y) =
∑

σ∈SN

(−1)σ
N∏
j=1

(1− xjyσ(j))
−1.

I Координаты вектора λ+ δ строго убывают =⇒ различны.

Значит, [xλ+δyλ+δ]
N∏
j=1

(1− xjyσ(j))
−1 = 0 при σ 6= e.

I При σ = e этот коэффициент, очевидно, = 1.
I Итого: 〈θλ, θλ〉 = 1, что и требовалось.
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Пример

Итак, χλ(g) = [xλ+δ] (∆(x)pµ(x)) .

Вычислим значения характера χ(2,2).

I Достаточно взять N = 2.
I χ(2,2)(µ) = [x3

1x
2
2 ] ((x1 − x2)pµ(x)).

I χ(2,2)(14) = [x3
1 x

2
2 ]
(
(x1 − x2)(x1 + x2)4

)
= 2;

I χ(2,2)(212) = [x3
1 x

2
2 ]
(
(x1 − x2)(x2

1 + x2
2 )(x1 + x2)2

)
= 0;

I χ(2,2)(22) = [x3
1 x

2
2 ]
(
(x1 − x2)(x2

1 + x2
2 )2
)

= 2;
I χ(2,2)(31) = [x3

1 x
2
2 ]
(
(x1 − x2)(x3

1 + x3
2 )(x1 + x2)

)
= −1;

I χ(2,2)(4) = [x3
1 x

2
2 ]
(
(x1 − x2)(x4

1 + x4
2 )
)

= 0.
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