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Вершинные операторы

Набор s = (s1, s2, . . .)  вершинные операторы Γ±s = exp(
∞∑
n=1

sna±n) .
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3) Γ+(s)Γ−(s ′) = e
∑

nsns′nΓ−(s ′)Γ+(s).
4) Γ−(s)v∅ =

∑
λ∈Π

sλ(y)vλ, где sλ(y) – в специализации: pn(y) = nsn.
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4) Γ−(s)v∅ =

∑
λ∈Π

sλ(y)vλ, где sλ(y) – в специализации: pn(y) = nsn.

I Таким образом, функции Шура – матричные элементы
вершинных операторов: sλ(y) = (Γ−(s)v∅, vλ) .

I (F) Аналогичная формула для sλ/µ – ?
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4) Γ−(s)v∅ =

∑
λ∈Π

sλ(y)vλ, где sλ(y) – в специализации: pn(y) = nsn.

Доказательство.
1) Поскольку akΩm = 0 при k > 0.
2) Поскольку a∗k = a−k .
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Продолжение доказательства

I Рассмотрим специализацию: sn = pn(y)
n .

I Γ−(s) = exp(
∞∑
n=1

pn(x)pn(y)
n ) =

∏
i ,j

1
1−xiyj =

∏
j
H(yj).

I Тогда Γ+(s) = Γ∗−(s) =
∏
j
H⊥(yj).

I Знаем: H⊥(t)H(u) = 1
1−tuH(u)H⊥(t).

I Тогда Γ+(s)Γ−(s ′) =
∏
i
H⊥(yi )

∏
j
H(y ′i ) =

∏
i ,j

1
1−yiy ′j

Γ−(s ′)Γ+(s).

I
∏
i ,j

1
1−yiy ′j

= exp(
∞∑
n=1

pn(y)pn(y ′)
n ) = exp(

∞∑
n=1

nsns
′
n) =⇒ QED (3).

I Γ−(s)v∅ = Γ−(s) · 1 =
∏
i ,j

1
1−xiyj =

∑
λ∈Π

sλ(x)sλ(y) =
∑
λ∈Π

sλ(y)vλ.
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Производящие функции фермионов (фермионные поля)

I Производящие функции фермионов:
ψ(z) :=

∑
n
ψnz

n, ψ∗(w) :=
∑
n
ψ∗nw

−n.
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∑
n
ψnz

n, ψ∗(w) :=
∑
n
ψ∗nw

−n.

Лемма

I Γ±(s)ψ(z)Γ±(s)−1 = H(z±1)ψ(z) (для специализации sn = pn(y)
n ).

I Γ±(s)ψ∗(w)Γ±(s)−1 = H(w±1)−1ψ∗(w).
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I Γ±(s)ψ(z)Γ±(s)−1 = H(z±1)ψ(z) (для специализации sn = pn(y)
n ).

I Γ±(s)ψ∗(w)Γ±(s)−1 = H(w±1)−1ψ∗(w).

Замечания.
I Если поменять местами Γ и Γ−1:

I Γ±(s)−1ψ(z)Γ±(s) = H(z±1)−1ψ(z),
Γ±(s)−1ψ∗(w)Γ±(s) = H(w±1)ψ∗(w).

Док-во: Γ±(s)−1 = Γ±(−s) и H−s(z) = exp(−
∑

snz
n) = H−1

s (z).
I В частности,

I Γ+(t)Γ−(s)−1ψnΓ−(s)Γ+(t)−1 =
∑

akψk ,
I Γ+(t)Γ−(s)−1ψ∗nΓ−(s)Γ+(t)−1 =

∑
a′kψ

∗
k .
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Доказательство

I [an, ψ(z)] =
∑
k

zk [an, ψk ] =
∑
k

zkψk−n = znψ(z).

I [
∑

sna±n, ψ(z)] = (
∑

snz
±n)ψ(z) =: cψ(z).

I (F) eABe−A = B + [A,B] + 1
2! [A, [A,B]] + 1

3! [A, [A, [A,B]] + . . ..
(Подсказка: рассмотреть etABe−tA и продифференцировать по t.)

I Γ±(s)ψ(z)Γ±(s)−1 = ψ(z) + cψ(z) + c2

2 ψ(z) + . . . = ecψ(z).

I ec = exp(
∑

snz
±n) = exp(

∑ pnz±n

n ) = H(z±1).
I Для ψ∗(w) аналогично.
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Формула Вика

Теорема (формула Вика)

Ai =
∑
k

aikψk , Bi =
∑
k

bikψ
∗
k , i = 1, . . . , r =⇒

(A1 . . .ArBr . . .B1v∅, v∅) = det[K (i , j)] , где K (i , j) = (AiBjv∅, v∅).
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(A1 . . .ArBr . . .B1v∅, v∅) = det[K (i , j)] , где K (i , j) = (AiBjv∅, v∅).

Доказательство.
I Обе части линейны по aik и bik =⇒ достаточно для Ai = ψni ,

Bi = ψ∗mi
, т.е. для (ψn1 . . . ψnrψ

∗
mr
. . . ψ∗m1

v∅, v∅) =: W .

I Все индексы должны быть отрицательны, иначе 0.
I W = 0 при {n1, . . . , nr} 6= {m1, . . . ,mr}.
I Иначе W = ±1 в зависимости от знака перестановки

(n1, . . . , nr ) 7→ (m1, . . . ,mr ).

I K (i , j) = (ψniψ
∗
mj
v∅, v∅) = δnimj . Таким образом, [K (i , j)] – матрица

той самой перестановки =⇒ QED.
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Меры Шура

Разберём доказательство детерминантной формулы для
корреляционных функций мер Шура из статьи A. Okounkov, Infinite
wedge and random partitions, Selecta Math., New Ser., 7, No. 1, 57–81
(2001).
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корреляционных функций мер Шура из статьи A. Okounkov, Infinite
wedge and random partitions, Selecta Math., New Ser., 7, No. 1, 57–81
(2001).

I Мера Шура на Π с параметрами x = (x1, x2, . . .), y = (y1, y2, . . .):

Mx ,y (λ) :=
1
Z
sλ(x)sλ(y) ,

I Z =
∑
λ

sλ(x)sλ(y) =
∏
i,j

(1− xiyj)
−1 = exp(

∑
k≥1

ksktk) –

нормировочная константа,
I sk = 1

k

∑
i

xki = 1
k pk(x), tk = 1

k

∑
i

yk
i = 1

k pk(y).

I s = (s1, s2, . . .) и t = (t1, t2, . . .) тоже параметризуют меру Шура.
I Если xi = ȳi и Z <∞, то это настоящая вероятностная мера.
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Случайные диаграммы как точечные процессы

Ещё раз посмотрим на картинку

Таким образом, диаграмма Юнга ↔ конфигурация точек на Z + 1
2 , а

случайная диаграмма ↔ точечный случайный процесс на Z + 1
2 .
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Мера Планшереля как мера Шура

I Мера Планшереля Pn(λ) = dim2 λ
n! , λ ∈ Πn, – образ равномерной

меры на Sn относительно RSK.

I Пуассонизированная мера Планшереля с параметром ξ:
Pξ(λ) = e−ξξ|λ|

|λ|! P|λ|(λ) = e−ξξ|λ| dim2 λ
(|λ|!)2 – смешали Pn с

пуассоновскими весами.
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Теорема (корреляционные функции мер Шура)

ρ(X ) = det[K (xi , xj)]xi ,xj∈X , где ядро K см. в доказательстве.
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I Γ+(s)Γ−(t)−1 = Γ+(s)Γ−(−t) = e−
∑

nsntnΓ−(−t)Γ+(s) =
= 1

Z Γ−(t)−1Γ+(s).
I Γ+(s)v∅ = Γ−(t)∗v∅ = v∅.
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Продолжение доказательства

I (
∏
x∈X

ΨxΨ∗xv∅, v∅) = 1
Z

(
Γ−(t)−1Γ+(s)

∏
x∈X

ψxψ
∗
x Γ−(t)Γ+(s)−1v∅, v∅

)
= 1

Z

(
Γ+(s)

∏
x∈X

ψxψ
∗
x Γ−(t)v∅, v∅

)
= ρ(X ).

I Итого: ρ(X ) = (
∏
x∈X

ΨxΨ∗xv∅, v∅).

I Ψk антикоммутируют =⇒ ρ(X ) = (Ψx1 . . .ΨxnΨ∗xn . . .Ψ
∗
x1v∅, v∅).

I По лемме Ψx (соотв. Ψ∗x) – линейная комбинация ψk (соотв. ψ∗k)
=⇒ применима формула Вика.

I Формула Вика =⇒ ρ(X ) = det[K (xi , xj)]xi ,xj∈X , где
K (x , y) =

(
ΨxΨ∗yv∅, v∅

)
.
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Таким образом, детерминантная формула уже доказана. Но можно
ещё вычислить ядро.
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Вычисление ядра

I Вспомним:
I Γ±(s)ψ(z)Γ±(s)−1 = H(z±1)ψ(z),
I Γ±(s)ψ∗(w)Γ±(s)−1 = H(w±1)−1ψ∗(w).

I Ещё вспомним: K (x , y) =
(
Gψxψ

∗
yG
−1v∅, v∅

)
; G := Γ+(s)Γ−(t)−1.

I K(z ,w) :=
∑
m,n

K (m, n)zmw−n = (Gψ(z)ψ∗(w)G−1v∅, v∅) =

= Hs(z)
Ht(z−1)

Ht(w−1)
Hs(w) (ψ(z)ψ∗(w)v∅, v∅).

I (ψ(z)ψ∗(w)v∅, v∅) =
∑
m,n

(ψmψ
∗
nv∅, v∅)z

mw−n =
∞∑
k=0

wk+ 1
2 z−k−

1
2 =

=

√
w
z

1−w
z

=
√
zw

z−w .
I Итого:

K(z ,w) =

√
zw

z − w

Js,t(z)

Js,t(w)
, где Js,t(z) =

Hs(z)

Ht(z−1)
.

I Js,t(z) – обобщённые функции Бесселя.
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Итак, корреляционные функции меры Шура с параметрами s, t имеют
вид

ρ(X ) = det[K (xi , xj)]xi ,xj∈X ,

где

K(z ,w) =

√
zw

z − w

Js,t(z)

Js,t(w)
, где Js,t(z) =

Hs(z)

Ht(z−1)
.

Пример. Для пуассонизированной меры Планшереля
Hs(z) = Ht(z) = e

√
ξz =⇒ Js,t(z) = e

√
ξ(z−z−1) =⇒

Kξ(z ,w) =

√
zw

z − w
e
√
ξ((z−z−1)−(w−w−1)).

Далее Kξ(m, n) восстанавливается контурным интегрированием  
дискретное ядро Бесселя.
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